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Chapitre 1 



Observateurs, espaces-temps et lois de 
la dynamique 

1.1 Generalities 

Nous n'allons pas tenter une formulation axiomatique de la notion de temps et d'espace 
mais simplement introduire du vocabulaire. Nous avons une intuition premiere de la notion 
d'instant et de lieu. Par suite, nous pouvons considerer le mot evenement : c'est ce qui peut 
survenir en un lieu et a un instant. Le meilleur exemple est celui de la collision de deux 
particules, mais bien sur il s'agit d'un concept abstrait qui ne necessite pas un phenomene 
physique reel. 

L'espace-temps est la reunion de tous les evenements possibles. II s'agit done d'un 
ensemble de points. Tout le travail du physicien consiste a mettre sur celui-ci une structure 
mathematique. Puisque nous adoptons une description continue de l'espace-temps, nous 
devons le munir d'une topologie. Nous restreignons la topologie de l'espace-temps a etre 
localement homeomorphe a M 4 ", definissant une variete topologique. La dimension quatre 
est une hypothese physique tres forte. II pourrait exister des dimensions supplementaires 
qui ne seraient pas immediatement perceptibles a notre echelle actuelle d'observation 1 . 

Nous pourrions directement postuler la structure geometrique de l'espace-temps et les 
lois physiques qui regissent les phenomenes dans cet espace-temps. Ce serait la coherence 
et les consequences experimentalement verifiees qui en assureraient la justification. Nous 
preferons degager des concepts, comme celui d'observateur. Nous pensons qu'il est impor- 
tant de comprendre comment celui-ci est plonge dans l'espace-temps. Nous retrouverons ce 
concept dans les diverses conceptions d'espaces-temps qui ont ete successivement proposees 
au cours de l'histoire de la physique pour decrire la realite physique. 

1 10 -18 m dans le cadre de la theorie standard des particules elementaires mais cette echelle pouvant 
etre bien superieure pour l'interaction gravitationnelle faute d'experiences au-dessous de 10~ 4 m. 
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1.2 Observateurs 



L'espace-temps sert d'arene aux mouvements des corps materiels. lis sont bien souvent 
idealises par la notion de particules ponctuelles. Le mouvement d'une particule ponctuelle 
est decrit comme une succession continue d'evenements par une courbe, c'est-a-dire une 
application continue de R dans la variete topologique, que nous appelons une ligne d'uni- 
vers. 

Nous assimilons le mouvement d'un observateur a celui d'une particule ponctuelle ; il 
est decrit par une ligne d'univers O dans l'espace-temps. Mais un observateur a d'autres 
attributs, tires de l'experience usuelle d'observation, car il a congu des appareils de mesure 
pour explorer son environnement. Pour satisfaire notre perception intuitive et a l'aide de 
concepts qu'il faut considerer comme provisoires, nous disons. 

1. II possede une horloge. C'est un systeme physique conduisant a un phenomene pre- 
tendu cyclique. La difference de temps entre deux evenements de sa ligne d'univers 
est un multiple de la periode, choisie comme unite, d'un phenomene cyclique. Apres 
un choix arbitraire d'origine, l'horloge donne le temps t de l'observateur. C'est jus- 
qu'a present un fait d'experience que tous les phenomenes cycliques, classiques ou 
quantiques, donnent le meme temps t. 

2. II dispose d'une regie graduee dans son voisinage immediat. Nous admettons qu'au 
cours du temps il peut la deplacer sans contrainte. Si deux evenements peuvent 
etre relies par l'intermediaire de cette regie alors ils sont dits simultanes pour cet 
observateur. 

L'ensemble de tous les evenements simultanes avec un point de la ligne d'univers au 
temps t est appele l'espace au temps t de l'observateur. Nous postulons en consequence 
que chaque espace au temps t de l'observateur, defini dans son voisinage immediat, est 
notre espace usuel, c'est-a-dire est un petit ouvert de l'espace euclidien a trois dimensions. 
Evidemment, la regie graduee garde au cours du temps la meme longueur pour la me- 
trique euclidienne de chaque espace. L'espace est ainsi une construction destinee a aider 
l'observateur dans sa representation spatio-temporelle de son environnement immediat. 

Pour reperer un evenement dans l'espace-temps, nous insistons sur le fait que l'obser- 
vateur doit se donner un repere dans chaque espace euclidien. En chaque point de la ligne 
d'univers O, nous choisissons un triedre (i — 1,2,3) de vecteurs orthonormes. Soit O le 
point de la ligne d'univers en t et P un point de l'espace au temps t de l'observateur. II est 
repere par les trois coordonnees cartesiennes y % (i = 1, 2, 3) definies par le repere (0,ej) de 
l'espace euclidien 2 

3 

OP = Y^ V% soit OP = y%. 

i=i 

Les coordonnees y % sont justement mesurees par la regie graduee le long de la droite tan- 
gente a chaque vecteur de la base e-i de l'espace euclidien. Compte tenu des proprietes 

2 Nous utilisons la convention d'Einstein pour la sommation des indices repetes. 



6 




supposees de l'observateur, les coordonnees y l doivent etre beaucoup plus petites qu'une 
certaine longueur t 

dont la valeur numerique dependra de la situation physique consideree. 

En fait, par cette hypothese, nous avons d'emblee admis que cette description du plon- 
gement de l'observateur dans l'espace-temps n'est pas rigoureusement exacte. Elle est d'au- 
tant meilleure que le voisinage est petit, a la limite infinitesimal. L'extension spatiale de 
l'horloge et de la regie graduee doit etre beaucoup plus petite que la longueur t pour 
satisfaire les proprietes requises de cette description. II en sera de meme pour les autres 
appareils de mesure, par exemple un theodolite pour mesurer un angle par rapport au 
triedre t{. 

L'observateur, muni du temps t et d'un triedre e i: repere ainsi autour de lui un evene- 
ment de l'espace-temps par t et y\ Nous sommes done passes subrepticement du temps t 
de l'horloge a une coordonnee temporelle t. Les coordonnees y\ mesurees avec la regie gra- 
duee, sont spatiales. Cela correspond a notre fagon usuelle de penser un referentiel. Dans 
les coordonnees (t, y l ), l'observateur O decrit la ligne d'univers C d'une particule ponctuelle 
par l'equation y l (t). Nous pouvons definir une vitesse relative et une acceleration relative 

i dy i i dY 

v = —— et a = — — -. 
dt dt 2 

II reste un point essentiel. Quand deux observateurs peuvent reperer un evenement de 
l'espace-temps respectivement par (t, y l ) et (t', y % ) a l'aide d'horloges et de regies graduees 
identiques, quelle est la relation entre ces differentes coordonnees ? Pour repondre il faut 
connaitre la structure geometrique de l'espace-temps et savoir comment l'observateur, avec 
ses appareils de mesure, y est plonge. 
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1.3 Espace-temps galileen 



La geometrie de l'espace-temps galileen est celle d'un espace afiine a quatre dimensions 
muni d'une famille de sous-espaces afiines a trois dimensions paralleles entre eux et ayant 
en outre une geometrie d'espace euclidien. Nous avons done une application T de l'espace- 
temps galileen dans M qui parametrise cette famille de sous-espaces. 

Voyons comment l'observateur est plonge dans l'espace-temps galileen. 

1. Le temps t de l'horloge de l'observateur coincide, a une constante additive pres, avec 
T modulo un choix d'unite de temps. La direction du futur est dans le sens croissant 



2. L'espace au temps t de l'observateur coincide avec l'espace euclidien de la famille de 
sous-espaces pour T = t. 

Nous constatons que le temps est absolu. La simultaneite des evenements est la meme 
pour tous les observateurs : qu'un evenement soit avant ou apres un autre ne depend pas 
de l'observateur. Si deux observateurs de ligne d'univers O et O' prennent la meme origine 
du temps en O alors leur horloge indiquera le meme temps quand leurs lignes d'univers se 
recouperont. 



En tout temps t, un repere de l'espace euclidien est forme du point O de la ligne 
d'univers O au temps t et du triedre orthonorme e^. En consequence, un observateur 
peut reperer tous les evenements de l'espace-temps galileen : un evenement se trouve dans 
un espace du feuilletage correspondant au temps t et dans lequel il est repere par les 
coordonnees cartesiennes (y l ) relatives au triedre e«. II n'y a pas lieu d'introduire une 
longueur £. 

Nous pouvons maintenant savoir dans l'espace-temps galileen comment deux observa- 
teurs respectivement de lignes d'univers O et O' et de triedres et reperent un meme 
evenement par les coordonnees (t, y l ) et (t'^y 1 ). D'apres nos hypotheses, nous avons 



de T 3 . 



t = 




a = t + d 



3 Nous pouvons choisir une autre parametrisation T' — aT + b avec a > 0. 
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ou d° est une constante que nous prenons nulle et les triedres et sont relies par une 
rotation de l'espace vectoriel euclidien R\ (t) dependant du temps 

3 

€i = ^^R{ (t)eji soit e,i = R\ (t)eji. 
j'=i 

En designant par d 1 ' (t) les coordonnees cartesiennes du point O pour l'observateur O' au 
cours du temps, nous obtenons 

/ = i?:(t)yt + cr'(t). 

Cependant, des phenomenes physiques specifiques apparaissent pour certains observa- 
teurs que nous appellerons acceleres, mais acceleres par rapport a quoi? La reponse est 
fournie par l'existence d'une classe privilegiee d'observateurs, dits inertiels dans l'etude des 
lois de la dynamique. Nous les caracterisons de la fagon suivante. 

1. Leur ligne d'univers est une droite de l'espace-temps galileen, non incluse dans l'es- 
pace. Aucune n'est privilegiee par rapport a la famillle des sous-espaces euclidiens. 

2. Chaque vecteur e, du triedre se transporte par parallelisme le long de la ligne d'univers 
dans l'espace-temps galileen. Les d sont orthonormes dans chaque espace euclidien. 
Nous pouvons dire qu'ils conservent une direction d'espace fixe au cours du temps. 

Les coordonnees (y l ) associees a l'observateur inertiel O sont appelees galileennes. La 
ligne d'univers d'un autre observateur inertiel O' a pour equation en fonction du temps 

x\t) = vH + xi 

ou Xq et v l sont des constantes. La vitesse relative de O' par rapport a O est v\ Nous 
n'avons pas besoin d'un observateur inertiel privilegie, present neanmoins dans la pensee 
de Newton, par rapport auquel nous saurions si nous sommes animes d'une vitesse. En re- 
vanche, nous pouvons maintenant definir un observateur accelere et en rotation par rapport 
aux observateurs inertiels. 

La relation entre les coordonnees (t, y l ) et {t\y l ) de ces deux observateurs inertiels O 
et O' est un cas particulier de la formule generale precedemment etablie qui prend le nom 
de transformation de Galilee 

t' = t et y^R^yi-vH-yi) 
ou R\ est une rotation constante de l'espace vectoriel euclidien telle que e$ = R\ ey. 

1.4 Lois newtoniennes de la dynamique 

C'est par rapport a la classe privilegiee des observateurs inertiels de l'espace-temps 
galileen que les lois newtoniennes de la dynamique sont formulees. 
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1. La premiere loi stipule qu'une particule ponctuelle soumise a aucune force est en 
mouvement de translation uniforme pour un observateur inertiel. C'est le principe 
d'inertie qui caracterise justement les observateurs inertiels. Une autre fagon de le 
dire est que sa ligne d'univers est une droite dans l'espace-temps galileen. 

2. La deuxieme loi est la loi fondamentale de la dynamique pour une particule ponctuelle 
de masse inerte m soumise a un champ de forces exterieures f l {x^) 

Nous exigeons qu'il n'y ait pas d'observateurs privilegies. Par consequent, la loi fon- 
damentale de la dynamique doit etre invariante de forme pour tous les observateurs 
inertiels. Ainsi la force se transforme suivant la loi 

f(x k ')=tff(x l (x k ',t)) 

ou x l (x k ' , t) est l'inverse de la transformation de Galilee. C'est le principe de relativite 
galileenne. En fait, celui-ci doit etre vrai pour toutes les lois de la physique. 

3. La troisieme loi est celle de Taction et de la reaction dans un systeme de particules 
ponctuelles en interaction. Si un corps a exerce une force sur un corps b alors la 
force /( 6a j exercee par le corps b sur le corps a est telle que = —f^ ab y 

II existe de nombreuses experiences qui montrent que les consequences de ces lois new- 
toniennes sont mises en defaut. Cela touche la geometrie de l'espace-temps galileen car il 
n'y a en realite pas de temps absolu pour les observateurs. Une evidence directe provient 
des experiences sur le temps de vie des muons effectuees dans les annees quarante dans les 
rayons cosmiques et plus recemment dans les accelerateurs de particules. 



1.5 Espace-temps minkowskien 



L'espace-temps minkowskien est un espace affine a quatre dimensions dont l'espace 
vectoriel reel associe est muni d'un produit scalaire lorentzien r\ ; cela signifie qu'il existe 
une base e a (a = 0, 1, 2, 3) de l'espace vectoriel telle que 

7?(e a , e b ) = 7] ab avec r] ab = diag(-l, 1,1,1). 

Cette base constitue la tetrade lorentzienne. Soit X un vecteur, nous ecrivons 

3 

X = xa& a soit X = X a e a . 

a=0 

ou X a sont les composantes de X dans cette base. La norme de X au carre est donnee par 

3 3 

r ] (X,X) = J2J2 r l*bX a X b soit r ] (X,X) = r ]ab X a X b . 

a=0 6=0 
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Pour un vecteur X, nous avons les definitions suivantes 



r)(X, X) < X oriente dans le temps 

r)(X, X) = X isotrope 

r)(X, X) > X oriente dans l'espace. 



Une courbe quelconque de l'espace-temps minkowskien est decrite par une equation 
x^(t) ou t est un parametre. Le vecteur-derivee a la courbe est dx^/dr. Le signe de la 
norme du vecteur-derivee est independant du choix du parametrage. Nous notons 



Un repere de l'espace-temps minkowskien est constitue d'une origine O et d'une tetrade 
lorentzienne e a . Un evenement M est repere par les quatre coordonnees x^ (// = 0, 1,2,3) 
grace a la relation en espace affine 



Les coordonnees [x^] sont appelees minkowskiennes. 

Nous avons la notion de distance minkowskienne entre deux points Mi et M 2 de l'espace- 
temps minkowskien, definie au carre par 



Dans un repere, les coordonnees minkowskiennes de Mi et M 2 sont respectivement x^ et 
x% et nous avons l'expression en coordonnees de la distance minkowskienne 



minkowskienne entre deux points infiniment voisins de coordonnees x^ et x^ + dx^ 



II faut faire attention que s 2 (Mi,M 2 ) peut etre nul, negatif ou positif. Soit un point M, 
l'ensemble des points a une distance minkowskienne nulle de M est appele le cone de lumiere 
issu de M, note Cm- 

Nous allons definir une orientation temporelle. Nous decidons que pour un repere 
(0,e a ), le demi-cone qui contient eo est le demi-cone futur C^. L'autre demi-cone est 
le demi-cone passe C M . Tout vecteur X oriente dans le temps sera dit soit dirige vers le 
futur si X° > 0, c'est-a-dire r)(X, e ) < 0, soit dirige vers le passe dans le cas contraire. 

Nous postulons que la ligne d'univers d'une particule ponctuelle est une courbe du genre 
temps. Nous remarquons que nous pouvons parametrer la courbe a l'aide d'un parametre 
s tel que le vecteur-derivee dx^/ds soit de norme — 1 et dirige vers le futur 



dx^/dr toujours oriente dans le temps courbe x M (r) du genre temps 
dx^/dr toujours isotrope courbe x^ij) du genre lumiere 

dx^dr toujours oriente dans l'espace courbe x^{r) du genre espace. 



OM = x°e + x^i. 



s 2 (Mi,M 2 ) =r ] (M 1 M 2 ,M 1 M 2 ). 




ds — i~j jj j jjd/'t)c doc • 



dx^ dx 1 



ds ds 




11 



s etant defini a une constante additive pres 4 . Nous appelons ce vecteur-derivee a la ligne 
d'univers la quadri-vitesse de la particule ponctuelle, souvent denotee . 

Nous allons tout de suite introduire une classe privilegiee d'observateurs, dits inertiels, 
de l'espace-temps minkowskien. Considerons un repere (O, e a ) avec eo dirige vers le futur. 
Nous definissons le plongement de I'observateur O associe a ce repere de la fagon suivante. 

1. Sa ligne d'univers est la droite du genre temps d'equation x % = (i = 1,2,3). La 
quadri-vitesse coincide avec eo et le parametre s correspond a x°. Nous admettons 
que le temps t de l'horloge de cet observateur est 

1 n • s 

t = -x soit aussi t — - 

c c 

ou c est une constante universelle 5 qui s'interpretera ulterieurement comme la vitesse 
de la lumiere. 

2. L'espace au temps t de I'observateur est l'espace euclidien defini par x° = ct. II est 
orthogonal a la ligne d'univers. Le triedre de I'observateur inertiel coincide avec 
celui defini par les e, de la tetrade lorentzienne le long de la droite d'equation x % = 0. 
Chaque vecteur se transporte done par parallelisme le long de la ligne d'univers. 





















x * = espace au temps t = x ® / c 

L'observateur inertiel peut reperer tous les evenements de l'espace-temps minkowskien 
grace aux coordonnees minkowskiennes (x^) dans lesquelles rr° est c fois le temps t de 
I'observateur et les x % coincident avec les coordonnees galileennes y l de I'observateur. 

Un autre observateur inertiel O', implicitement avec des horloges et des regies graduees 
identiques, est caracterise par un repere (0',e a /) avec la condition e / dirige vers le futur. 
Les coordonnees minkowskiennes associees sont (x M ). La relation entre les coordonnees 
et (a; M ) d'un meme evenement est donnee par la transformation de Poincare 

x^ = L»'x v + avec L°' > 

ou sont les coordonnees du point O pour I'observateur prime et ou sont les trans- 
formations de Lorentz, dites orthochrones, satisfaisant 

e a = L h le h , 



4 Nous attirons l'attention sur le telescopage de signe avec la distance minkowskienne infinitesimale 

ds 2 = rj^dx^dx". 

5 c = 2,997924 58 x 10 8 m.s -1 . II s'agit d'une valeur exacte qui sert a deriver Punite de longueur de 
l'unite de temps depuis 1983. 
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qui conservent la metrique minkowskienne r\ p(J = L^'L v ^r\^ v i avec rjp/^ = r\ pa . En ajoutant 
que les transformations conservent l'orientation des tetrades e a et e a >, c'est-a-dire detl^' = 
1, nous obtenons les transformations propres orthochrones du groupe de Lorentz, notees 
L (4) ou bien L+(4). II s'agit du sous-groupe connexe a l'identite du groupe de Lorentz 
complet L(4). 

La forme generale des transformations peut etre obtenue. Nous nous contentons de 
donner la transformation speciale de Lorentz 



x ' = 



x° — wx 1 



vT 



x 1 ' = 



x 1 — wx° 



2' 2 
X = X 



x 3 ' = x 3 



■ur 



ou w est une constante plus petite que un en valeur absolue. L'equation de la ligne d'univers 
de l'observateur O' est x l = soit x l (x Q ) = wx°. Ceci donne la vitesse relative par rapport 
a l'observateur O qui a pour expression v 1 = cw. Ainsi, la vitesse relative entre deux 
observateurs inertiels O et O' est toujours plus petite que c. Si v 1 /c <C 1 et v 1 x 1 /c x° 
alors nous retrouvons la transformation speciale de Galilee. 

Nous avons le diagamme de Minkowski de l'espace-temps minkowskien, reduit a deux 
dimensions sur le schema ci-dessous, pour les deux observateurs inertiels de lignes d'univers 
x 1 = et x 1 ' = 0. 




cone de lumiere 



Nous constatons que le feuilletage d'espaces euclidiens, paralleles entre eux, depend du 
choix de l'observateur inertiel. Ainsi qu'un evenement soit avant ou apres un autre depend 
de l'observateur. En revanche, si un evenement Mi est dans le demi-cone futur issu d'un 
evenement M 2 alors tous les observateurs reperent Mi apres M 2 . C'est la notion de causalite 
valable pour tout observateur. 

Un observateur quelconque, dit accelere, est decrit dans l'espace-temps minkowskien par 
une ligne d'univers du genre temps. En chaque point de la ligne d'univers de l'observateur 
quelconque, nous pouvons trouver un certain observateur inertiel tangent qui coincide 
instantanement, c'est-a-dire tel que e^, = ou w M est la quadri-vitesse de l'observateur 
accelere avec u° > 0. Cela suggere que nous fassions les hypotheses suivantes pour definir 
le temps et l'espace de cet observateur. 
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Tout d'abord, le temps t donne par l'horloge de l'observateur accelere s'exprime a l'aide 
du parametre s de la ligne d'univers par 

s 

t = -. 

c 

Ainsi l'horloge ne devrait pas etre affectee par son acceleration tout au moins a la precision 
actuelle des horloges. Le parametre s est appele le temps propre 6 . 

Si deux observateurs, dont un est par exemple inertiel, prennent la meme origine O 
du temps pour leur horloge alors, quand ils se recoupent, l'horloge de l'observateur non 
inertiel indiquera une duree plus petite que celle de l'observateur inertiel. Sur le diagramme 
d'espace-temps de Minkowski, nous avons contrairement aux apparences As < Ax°. C'est 
le paradoxe des jumeaux ou le voyageur de Langevin. Un jumeau parti en voyage est au 
retour plus jeune que celui reste inertiel. Pour le prouver nous allons montrer que le temps 




propre s est extremum pour la droite. Nous considerons une courbe du genre temps x^(t). 
La difference de temps propre As entre les deux evenements caracterises par Tj et 77 a 
pour expression 

f T f I dx» dx" , 

As = i y-^^^ 

independante du choix du parametre r. En prenant comme parametre la coordonnee x° de 



3 II y a un abus de vocabulaire car il faut diviser par c. 
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l'observateur inertiel, nous obtenons 



x y 



I f L V 2 , n <ix f , A a n 

As = / \/l -dx car -— = — et done As < Ax. 

r o V c 2 ax" c 



Revenons a l'espace de l'observateur accelere. Par analogie avec l'observateur inertiel, 
nous souhaiterions que l'espace de cet observateur, qui est un espace euclidien, soit ortho- 
gonal a la quadri- vitesse en tout point de la ligne d'univers. Cependant, ces espaces ne sont 
pas paralleles entre eux et ils vont se couper. Nous aurons necessairement une limitation 
de l'espace. Certes, nous pouvons introduire un triedre orthonorme e; qui soit dans ces 
espaces et definir les coordonnees (y l ) associees mais la question est de savoir si elles ont 
une interpretation physique. La difficulte vient du fait que nous ne pouvons plus mesurer 
avec une regie graduee car il n'existe pas de mouvement rigide quelconque en espace-temps 
minkowskien comme l'a montre Born en 1909, modulo une definition d'un mouvement ri- 
gide. Nous n'allons pas donner la demonstration de cela. II faut souligner que la situation 
est radicalement differente de celle qui prevaut dans l'espace-temps galileen ou Ton deplace 
librement un corps solide servant de referentiel. Neanmoins, nous pouvons admettre que 
les coordonnees (y l ) prendront leur sens usuel pour un referentiel dans la limite 



| y % | < £ avec £ = 



c 2 



ou £ est la seule longueur disponible pour un observateur d'acceleration relative a 1 7 . 

Nous allons prendre l'exemple de l'observateur uniformement accelere sans rotation 
d'acceleration relative (a, 0, 0). Dans le plan x 2 = x 3 = 0, sa ligne d'univers a pour equation 



c 2 as c 2 as 

x (s) = — sinh — , x 1 (s) = — cosh — 
a c z a & 



et la quadri-vitesse w M a pour composantes 

u° = cosh — - , u 1 = sinh — . 

c c 

Nous choisissons comme vecteur e x du triedre le vecteur de composantes 

e? = sinh — , e\ = cosh — . 
c ' c 

La quadri-acceleration a M = du^/ds, orthogonale a a pour composantes (a/c 2 , 0, 0) dans 
le triedre puisque a M = (a/c 2 )e^. Dans le plan x 2 = x 3 = 0, l'espace en un point de la 
ligne d'univers est la demi-droite passant par ce point et ayant pour origine O. II est clair 
sur le diagramme de Minkowski que cet observateur ne peut pas reperer tous les evenements 
de l'espace-temps minkowskien. Nous sommes cependant ici dans un cas particulier car il 
s'agit d'un mouvement rigide uniformement accelere. 



7 Nous avons de la marge puisque £ ~ 10 16 m pour une acceleration de 10 m . s" 
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1.6 Lois relativistes de la dynamique 



La premiere loi de la dynamique dit qu'une particule ponctuelle soumise a aucune force 
est en mouvement de translation uniforme pour tous les observateurs inertiels, autrement 
dit sa ligne d'univers est une droite du genre temps dans l'espace-temps minkowskien. 

En general, la description de l'interaction pour un systeme de particules ponctuelles 
ne se fait efficacement que dans le cadre d'une theorie classique des champs. Dans le cas 
present, nous allons simplement considerer une particule ponctuelle de masse inerte m dans 
un champ de forces exterieures. La loi relativiste de la dynamique est formulee pour un 
observateur inertiel, c'est-a-dire dans un systeme de coordonnees minkowskiennes Soit 
un champ de quadri- forces exterieures F^(x x ), nous avons la loi relativiste de la dynamique 

dv? 

m— = F fl (x x (s)) avec r]^F u = 

ou x M (s) est la ligne d'univers de la particule avec s le temps propre et w M la quadri- vitesse. 
La condition algebrique est necessaire pour assurer la compatibility car 

d . .. ... u du v 

-j- {Vtiu'h vu ) = soit mri^vT— = 0. 

Le vecteur energie-impulsion p M de la particule, ou quadri-impulsion, est definie par 

= mcu' 1 . 
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La loi relativiste de la dynamique aura la meme forme pour tous les observateurs iner- 
tiels si le champ de quadri-forces est bien un champ de vecteurs de l'espace-temps min- 
kowskien, c'est-a-dire si par changement de coordonnees minkowskiennes on a 

F^V) = L^F v {x a {x p ')). 

Naturellement la condition algebrique est encore verifiee r/^^u^' F^' = 0. II n'y a pas 
d'observateurs inertiels privilegies. C'est le principe de relativite. En fait, ceci est vrai pour 
toutes les lois de la physique, eventuellement en se limitant aux transformations de Lorentz 
propres L (4). 

La lumiere a un statut particulier dans l'espace-temps minkowskien. L'invariance rela- 
tiviste des equations de Maxwell implique que la constante c est la vitesse de la lumiere. 
Comme une consequence de ces equations, le vecteur de propagation k^ de la lumiere est 
isotrope. Ses composantes sont constantes pour un observateur inertiel. La ligne d'univers 
d'un photon, considere comme une particule ponctuelle de masse nulle, est une droite 
du genre lumiere. II en resulte que la vitesse relative de la lumiere est c pour tous les 
observateurs inertiels. En effet, en prenant la direction croissante x 1 , nous avons 

a; (A) = A;°A (A; > 0) a; 1 (A) = fc 1 * mais k° = k 1 done x^x ) = x°. 

En coordonnees minkowskiennes (x 11 ), nous representons une onde plane monochroma- 
tique par la fonction complexe 

A(x u ) = a exp(— iri^k^x") 

ou k^ est le vecteur de propagation qui est isotrope i]^ u k^k u = 0. Nous prenons k° > 0. Le 
point important est que la phase de l'onde est une fonction de l'espace-temps minkowskien. 
Nous pouvons definir la frequence u[u] mesuree par un observateur inertiel de quadri- vitesse 
par l'expression 

c 

v \ u \ = -7T r l^u' 1 k' / , 

Ztt 

en faisant attention que r\ iiv u il k v < 0, qui est valable dans tout systeme de coordonnees 
minkowskiennes. Nous pouvons egalement introduire la direction de propagation de 
l'onde plane relative a l'observateur inertiel par l'expression 

qui satisfait r] a/3 n a [u}n l3 [u} = 1 et r) a pn a [u]uP = 0. C'est un vecteur oriente dans l'espace, 
pouvant done s'exprimer dans le triedre ; nous avons n M = n*ef . 

L'interpretation geometrique de ces quantites dans l'espace-temps minkowskien est 
claire. Elle correspond a la decomposition du vecteur k^ sur w M et sur le sous-espace or- 
thogonal a qui est l'espace de l'observateur. La fagon dont ces quantites dependent de 

a l'observation et a remission conduit aux formules de l'effet Doppler relativiste et de 
l'aberration. En particulier, nous avons la formule du decalage des frequences 

v rj^MK ' 
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observateur 




espace orthogonal 



L'expression adoptee de A fixe k^. Cependant dans la pratique, le vecteur de propagation de 
la lumiere n'est donne qu'a une constante multiplicative pres. Bien entendu, cela n'affecte 
pas l'effet Doppler relativiste v e jv Q . 

Pour un observateur accelere de quadri-vitesse nous aurons les memes expressions 
de la frequence v[u] et de la direction de propagation n^[u] dans l'espace de l'observateur, 
avec tout de meme la restriction toute theorique u[u] ^> | a 1 | /c puisque pour faire une 
mesure de frequence il faut une certaine extension temporelle. Une autre fagon de le dire est 
que Ton ne peut plus considerer un observateur inertiel co'incidant instantanement durant 
le temps de la mesure de la frequence avec l'observateur accelere. 

Cette geometrie de l'espace-temps minkowskien est tout a fait satisfaisante pour decrire 
la physique tant que les effets gravitationnels ne sont pas pris en ligne de compte. 



18 



Chapitre 2 



Theorie de Newton de la gravitation 



2.1 Loi d'attraction gravitationnelle et principe d'equi- 
valence faible 



Dans l'espace-temps galileen, nous avons formule l'equation fondamentale de la dyna- 
mique pour des observateurs inertiels. Pour une particule ponctuelle a de masse inerte m a 
dont la ligne d'univers est definie par x a (t), nous avons 

m a ^r = /*(*£(*)) 

pour un champ de forces exterieures /' qui se transforme comme un vecteur sous une 
transformation de Galilee. 

La loi d'attraction gravitationnelle, publiee par Newton en 1687 dans les Principia, 
stipule que la force /' exercee sur cette particule a par un ensemble de particules est 
donnee par 

f = ragg* 

ou m!f} est la masse grave passive de la particule a et ou g l est le champ gravitationnel 
des autres particules. Dans le cas d'une seule autre particule ponctuelle b de masse grave 
active , g l a pour expression 

ou G est une constante de couplage gravitationnel. Nous notons que cette loi est invariante 
de forme sous une transformation de Galilee. Nous introduisons le potentiel newtonien de 
gravitation du corps b 

U(x k ) = Gm { ij , . 1 . , . 

V 1 gO \r r l _ rrl \ 

I h I 

L'energie potentielle d'interaction pour la particule a est V a = —mf}u. 
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Cependant en vertu de l'egalite de Taction et de la reaction, nous voyons immediatement 
que rrigjm^ = m^m^ . Nous posons le rapport des masses graves actives et passives egale 
a un et il existe seulement les masses graves m ga et m^. Ce choix fixe la valeur numerique 
de la constante de Newton. Celle-ci est determinee par des experiences en laboratoire dans 
lesquelles la force gravitationnelle entre deux boules est mesuree. Ce fut realise la premiere 
fois par Cavendish en 1798. Elle est trouvee avec une faible precision numerique 1 et pour 
une plage de distance entre les deux masses peu etendue. Dans le systeme solaire, seuls les 
produits Gm ou m est la masse du corps celeste sont connus avec une tres grande precision. 

Revenons a l'equation de la dynamique d'une particule ponctuelle ecrite sous la forme 

d 2 x % ■ 
m— = m g9 . 

Elle peut s'appliquer dans le cas ou g l est pratiquement constant, par exemple a la surface 
de la Terre. Or il y a un fait experimental reconnu par Galilee, popularise avec l'experience 
mythique de la tour de Pise, que tous les corps chutent de la meme fagon independamment 
de leur masse et de leur composition interne. Cela prouve que 



m = m g . 

Ceci est tout a fait remarquable puisque m et m g sont des concepts completement diffe- 
rents. C'est ce qu'on appelle le principe d'universalite de la chute libre. II permet d'ecrire 
l'equation du mouvement d'une particule dans un champ de gravitation g % sous la forme 

d 2 x i 

C'est un etat de fait en theorie de Newton de la gravitation mais il est raisonnable de 
penser que ceci est un fait crucial. 

Considerons maintenant un observateur sans rotation et d'acceleration constante a 1 
qui a pour equation x l {t) = a l t 2 /2 pour des valeurs initiales adequates. II n'est pas dif- 
ficile de voir qu'un evenement repere par (t, y l ) est repere par les coordonnees (if, y % ) de 
l'observateur accelere suivant la formule 

if = t et / = y l - \a l t 2 . 

Une particule libre d'equation y l (t) = v l t + y l est decrite par l'observateur accelere par la 
courbe y l (t) qui verifie l'equation suivante 

= -a- 

Cette equation du mouvement est a rapprocher de celle d'une particule dans un champ 
de gravitation g l pratiquement constant. En consequence, nous ne pouvons pas savoir 



L G~ 6,673 x 1CT 11 nr'.kg- 1 ^- 



-2 
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localement si nous sommes un observateur inertiel observant une particule subissant Taction 
d'un champ gravitationnel uniforme g % ou bien si nous sommes un observateur sans rotation 
mais accelere, d'acceleration a 1 = —g\ observant une particule libre. Cette formulation 
s'appelle alors le principe d'equivalence faible. 

De fagon equivalente, c'est la celebre histoire de l'ascenseur en chute libre dans le champ 
gravitationnel de la Terre, reellement vecue a l'interieur d'un avion mis en chute libre en 
coupant ses moteurs quelques dizaines de secondes. En effet, pour un observateur accelere 
l'equation du mouvement d'une particule libre est 



pour une pesanteur constante g l . Or —a* + g l = dans le referentiel en chute libre c'est 
pourquoi le mouvement d'une particule est rectiligne et uniforme dans ce referentiel bien 
qu'il soit accelere du point de vue d'un observateur inertiel. On dit qu'il est localement 
inertiel. En realite deux particules en chute libre se rapprochent car ceci n'est valable que 
si Ton neglige dijU, c'est-a-dire les effets de maree. 



2.2 Verifications experiment ales du principe d'equiva- 
lence faible 



La premiere verification experimental de l'egalite de la masse inerte et de la masse 
grave a ete faite par Galilee vers 1610 avec des plans inclines puis a l'aide du pendule. Si 
L designe la longueur du pendule, la periode T des petites oscillation est donnee par 



ou g est l'acceleration de la pesanteur 2 . L'observation montre que celle-ci est independante 
du rapport m/m g . Newton reprendra cette experience. La precision estimee serait de 1CT 3 . 

Cependant des resultats plus precis peuvent etre obtenus a l'aide d'une balance de 
torsion suivant une idee due a Eotvos a la fin du 19 eme siecle. Les experiences recentes 
basees sur ce principe ont des precisions allant jusqu'a 10~ 12 . Vu l'importance de cette 
experience, nous allons detailler quelque peu le principe de l'experience. 

Soient deux masses a et b situees aux extremites A et B du fleau d'une balance de 
torsion qui est relie en O au fil de torsion, lui-meme fixe au bati. Les masses des corps a et 
b sont supposees tres voisines. Le bati de la balance de torsion est fixe dans le referentiel 
lie a la surface de la Terre. II est done en rotation par rapport au referentiel geocentrique 
suppose inertiel. II y a done une acceleration centrifuge c 1 de norme | c l \ — Ru 2 cos(p et 
l'acceleration g % du au champ gravitationnel de la Terre. 

2 g ~ 9,8 m.s" 2 . 
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Les masses subissent respectivement les forces suivantes 

K = m^g* + m a e et F l b = m^g 1 + m b j 

ou m m et m g b sont les masses graves et m a et m& les masses inertes. Designons par n l le 
vecteur unitaire en O donnant la direction du fil et posons 

T = Trj et C l = Cri 

ou T l est la tension exercee par le fleau sur le fil et C l le couple exerce par le fleau sur le 
fil. 

bati 



fil de torsion 



B 



A l'equilibre, nous avons 3 

F l a + Fl = T et e tjk {Okf F k a + e ljk {OB) ] F b k = C t 

II faut determiner C. Pour cela nous calculons C{T\ soit C{F % = €ij k (kB) % FlF b k , et par 
suite 



C 



F^ + Fl \ et3k 



3 e«jfc = 1 si fc permutation paire de 1,2,3 et €ij k = —1 si k permutation impaire de 1,2,3 et 
eijk = si deux indices sont identiques. 
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Nous voyons que le couple C mesure directement la non-colinearite des forces F % a et F 6 \ 
C'est justement le cas si m ga /m a ^ m gb /m h . En tournant le bati de 180°, on echange les 
masses a et b et par consequent C ~» —C. Si C 7^ il resulte alors une deviation du fleau. 

Notons que les experiences les plus recentes sont considerees dans le champ gravita- 
tionnel du Soleil. C'est apres 12 heures que les masses a et b sont interverties grace a la 
rotation de la Terre. Le principe d'equivalence faible semble ainsi remarquablement verifie 
4 . Dans le futur, il est prevu des experiences satellitaires : MICROSCOPE (MICROSatel- 
lite a Compensation de trainee pour l'Observation du Principe d'Equivalence) et STEP 
(Satellite Test of the Equivalence Principle). Deux corps massifs libres a l'interieur du sa- 
tellite sont en orbite autour de la Terre. On espere respectivement une precision de l'ordre 
de 1(T 15 et 1(T 17 . 



2.3 Equation de Schrodinger et principe d'equivalence 
faible 



Pour un observateur inertiel dans l'espace-temps galileen, l'equation de Schrodinger 
pour la fonction d'onde \& decrivant une particule ponctuelle de masse inerte m soumise a 
une energie potentielle d'interaction V a pour expression 

ih—m = a^ + \/^ 

at 2m 

ou h est la constante de Planck 5 . 

Prenons une particule libre et voyons quelle sera la description de celle-ci par un autre 
observateur inertiel qui est defini par une transformation speciale de Galilee de vitesse v 
dans la direction x. Nous trouvons 

.„ / d \ T h 2 d 2 T 
ih[ v — * = fy. 

\dt' dx'J 2mdx> 2 

L'equation de Schrodinger aura la meme forme si nous changeons la fonction d'onde par 
un terme de phase 

VP' = ^ exp — — (mvx' H — mv 2 t' 
a \ 2 



4 I1 faut tout de meme signaler qu'il y a quelques annees certaines experiences ont suggere l'existence 
d'une cinquieme force, done pas necessairement gravitationnelle, qui contribuerait de la fagon suivante a 
l'energie potentielle d'interaction V = °o TO n TO fr ^ _|_ a ^ ex p _ M ou egt j a va i eur de la constante 

de Newton a Pinfini, A une portee intermediate de l'ordre de 100 m a 1 km et a a b serait un coefficient 
dependant de la composition des corps a et 6, \ a a b |< 10~ 4 . L'origine de cette force viendrait du couplage 
avec le nombre de baryons ou hypercharge dependant done de la difference des rapports B/n, nombre 
de baryons sur la masse en unite atomique. A cause de ce couplage, des corps massifs de differentes 
compositions ne tomberaient pas de la meme facon. 
5 h ~ 1, 054 573 x 10~ 34 J . s. 
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Ainsi la fonction d'onde n'est pas un scalaire sous une transformation de Galilee. Heureu- 
sement seule la norme est mesurable puisque c'est la densite de presence de la particule. 

Nous allons nous poser maintenant la meme question mais pour l'observateur accelere, 
d'acceleration constante a 1 dans la direction x, et sans rotation. Nous trouvons 

lh ( —-aH'-^\^ - ^ ° 2 'I' 

\ dt' dx' ) 2m dx' 2 

L'equation de Schrodinger pour l'observateur accelere prend une forme simple si Ton effec- 
tue le changement de phase 

= * exp - % -ma x ( x't' + -a 1 ^ 3 
n \ 6 

conduisant alors a l'equation 

d h 2 d 2 

Nous pouvons maintenant revenir au principe d'equivalence faible. L'equation de Schro- 
dinger pour une particule de masse inerte m dans un champ de gravitation uniforme g 1 
dans la direction x correspond a l'energie potentielle V = —m z g x x ou m g est la masse 
grave, soit 6 

ih—^ = — — - m R g L x^. 

dt 2m dx 2 gy 

Nous avons done l'analogue quantique du principe d'equivalence faible : si m = m g nous 
aurons une description equivalente, a une transformation unitaire pres, en prenant a 1 = 
—g 1 . Nous notons que nous n'avons pas le principe d'universalite de la chute libre d'une 
particule quantique. En tout cas, un observateur en chute libre sera localement inertiel 
dans le cadre quantique. 

Pour essayer de le verifier experimentalement, il faut disposer d'une experience quan- 
tique dans un champ de gravitation uniforme, en l'occurence celui de la Terre. C'est possible 
avec l'interferometrie a neutrons et l'experience a ete faite en 1975. Une source emet des 




6 On a recemment observe des etats lies de cette equation de Schrodinger en faisant rebondir des neutrons 
sur un plan horizontal 
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neutrons lents a une vitesse v. II y a quatre cristaux qui reflechissent partiellement le fais- 
ceau de neutrons. La partie SAB est horizontale ainsi que DCM mais a une hauteur h. II y 
a deux chemins possibles qui se terminent par une superposition quantique en M. II s'agit 
done bien d'un phenomene d'interference quantique en presence d'un champ de gravitation. 

Nous pouvons faire la theorie de l'experience dans le cadre de la theorie quasi-classique 
de l'equation de Schrodinger 

— i— + — I p(x)dx\ avec p(x) = \/2m{E — V{x)) 

ou m est la masse du neutron 7 . Ainsi, les variations de phase sur les parties horizontales 
sont respectivement 

<5sab0 = ^V2mE et <5 DC m0 = ^2m(E - mgh). 

avec l'energie potentielle prise nulle sur AB 8 . Les parties AD et BC sont symetriques 
et donnent la meme phase. Par consequent, le dephasage des deux chemins en M est 
8(f) = <5sab0 — <5dcm0- En developpant en g, nous obtenons l'expression approchee 



mglhV2mE 1 

dm 7H — ■ soit dm m main—. 

y 2hE y y hv 

Ainsi le nombre de neutrons comptes en M resultant de l'interference va dependre de la 
valeur de 5(f). II est aise de modifier h en faisant tourner l'interferometre autour de l'axe 
AB faisant apparaitre des maximums et des minimums. Ceci permet de determiner g au 
centieme pres. L'experience a ete faite en referentiel accelere. 

2.4 Equations newtoniennes du mouvement d'un fluide 



II sera utile de connaitre dans la suite les equations de la theorie de Newton de la 
gravitation dans le cas d'un fluide defini par la densite volumique de masse p, le champ de 
vitesses v 1 et la pression p. Le potentiel de gravitation U satisfait l'equation de Poisson 

AU = -4nGp 

et les equations du mouvement du fluide sont 

Tripv 1 ) + ^-r(pv k v i ) = p—U - — p 
dt yH ' dx kKI ' 1 dx l dx lF 



7 m~ l,7x 10- 27 kg. 

8 La source produit des neutrons lents de longueur d'onde Asab — 1,4 A. 
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dans lesquelles le principe d'equivalence faible a ete admis. II faut bien sur ajouter une 
equation d'etat p{p). 

Le probleme de deux corps etendus a et b est celui de deux boules de fluide. La masse 
de chaque corps est 

m a = p a d 3 x 



qui est bien sur constante. Le centre de masse a 1 du corps a est defini par la relation 

J Pa{x l - a l )d 3 x = soit m a a % = J p a x l d 3 x. 
En derivant par rapport au temps, nous en deduisons que 

m a d l = J pv l a d 3 x et m a d l = j p a (Jj-U a + ~^ u bJ 

grace a la disparition des termes en divergence puisque la pression est nulle au bord du 
corps. 

Si le rayon des deux corps etendus est beaucoup plus petit que la distance les separant 
alors nous pouvons supposer que les boules de fluide restent pratiquement a symetrie 
spherique. Ainsi, p a et U a ne dependent des coordonnees y % = x l — a % que par y l y l et en 
consequence 

p a ^-U a d 3 y = 0. 



dy i 

Le gradient de Ub etant pratiquement constant sur l'etendue du corps a, nous avons 

9 TT 

m a a = m a —U b 

ox 1 

Puisqu'en dehors du corps b : AC/j, = — AnGrribS^ (x — b(t)), les equations du mouvement 
des centres de masse des boules de fluide coincident avec les equations newtoniennes du 
mouvement de deux particules ponctuelles. 



2.5 Decalage des frequences dans un champ de gravita- 
tion 

Nous avons vu que dans un champ gravitationnel uniforme les lois de la physique gali- 
leenne, classiques et quantiques, s'appliquaient dans le referentiel en chute libre considere 
comme localement inertiel. Qu'en est-il pour les lois relativistes ? L'exemple caracteristique 
est bien sur celui de la lumiere et plus particulierement de remission de photons a des fre- 
quences bien precises par les atomes. Pour simplifier, nous restons dans le cadre galileen 
en privilegiant provisoirement un referentiel. Examinons les deux cas suivants. 
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t = 




photon 



observateur 



1. Dans un referentiel accelere d'acceleration a 1 , nous avons un atome fixe, emettant a 
une frequence u e , et un observateur fixe a une distance h. Analysons dans le referentiel 
galileen. Sous l'hypothese a}h/c 2 <C 1, le photon emis arrive apres un temps de vol 
d'environ h/c et la vitesse de l'observateur a cette arrivee est v Q ~ a l {h/c). Dans 
l'effet Doppler classique intervient la vitesse de la source par rapport a l'observateur, 
dans le cas present —a 1 h/c et celui-ci observe done une frequence v Q donnee par 



2. Dans un referentiel inertiel ou existe un champ de gravitation uniforme g 1 , nous 
considerons un atome fixe et un observateur fixe a une altitude h. On ne voit au- 
cune interaction entre l'onde electromagnetique et le champ de gravitation et par 
consequent il ne devrait pas apparaitre de difference de frequences. 

Des 1907 puis en 1911, Einstein a ete convaincu qu'en vertu de l'experience de pensee 
precedente on devrait observer un decalage des frequences dans un champ de gravitation 
uniforme suivant la formule 



obtenue en prenant g 1 = —a 1 . Ainsi, dans le champ gravitationnel terrestre avec l'accele- 
ration de la pesanteur g, g 1 = —g, nous obtenons 



pour une denivellation h. 

Dans les annees soixante, l'experience en laboratoire terrestre a ete faite a l'aide de 
l'effet Mossbauer par Pound et Rebka. Sur une denivellation de 22,5 m ils trouvent a peu 
pres la valeur theorique de 2, 5 x 1CT 15 . Notons que l'experience en referentiel accelere a 
ete reellement faite. 





Au 



gh 

c 2 
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Plus generalement dans un potentiel newtonien de gravitation [/, on devrait avoir la 
formule de decalage des frequences 




u(xi) , u(xi) 



c 2 c 2 



) 



pour un emetteur fixe en x\ et un observateur fixe en x l . En effet, U(x) = g 1 x 1 dans 
le cas uniforme avec h = x\ — x\. Pour la longueur d'onde A = cflixv^ on obtient un 
decalage vers le rouge pour un atome situe pres d'un corps massif et observe a l'infini. 
II est interessant de remarquer qu'un tel decalage des raies dans le spectre solaire 9 avait 
semble-t-il ete observe a la fin du 19 eme siecle. Cependant on n'avait pas realise que c'etait 
un resultat de physique fondamentale et on avait invoque par exemple l'effet de la pression 
de l'atmosphere solaire. Ce phenomene a ete ensuite observe dans les spectres stellaires, par 
exemple pour les naines blanches a partir de 1925. L'experience confirmant cette formule, 
comment peut-on expliquer ce phenomene dans un champ de gravitation ? Nous le verrons 
plus tard mais ceci est un point crucial. 

De fagon phenomenologique, nous pouvons interpreter ce resultat en disant que dans un 
champ de gravitation U la lumiere se propage dans un milieu d'indice variable n ~ 1 + U/c 2 , 
suppose independant du temps, lui donnant une vitesse c/n. En effet les frequences sont 
alors telles que v e jn e = v jn . Dans un milieu d'indice variable n la trajectoire de la 
lumiere est donnee par l'equation 



qui n'est rien d'autre que l'equation du mouvement d'une particule dans le champ de 
gravitation pour un parametre A = ct. Ainsi, comme une consequence raisonnable du 
decalage des frequences, la lumiere doit etre deflechie par un corps massif. Pour un corps 
a symetrie spherique de masse m on trouve Tangle de deflexion Ajy = 2Gm/c 2 p ou p 
est le parametre d'impact. Pour un rayon lumineux passant pres du Soleil, on obtiendrait 
A at ~ 0",87. Ce comportement de la lumiere est un concept provisoire sur lequel nous 
reviendrons. 



A la surface du Soleil U(x e )/c 2 = Gm Q /c 2 R Q ~ 2, 122 x 1Q- 6 . 



d ( dx l \ d 

— n—— = -r—n soit approximativement 
dX \ dX J dx l 



dX 2 



d_ 

dx l 



n(x k (X)) 
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Chapitre 3 

Elements de calcul tensoriel en espace 
affine 

3.1 Algebre tensorielle d'un espace vectoriel 

Soit E un espace vectoriel reel de dimension n. On appelle base de E la donnee de n 
vecteurs (i = 1, . . . , n) (e^BAs) telle que tout vecteur X de E puisse s'exprimer d'une 
maniere unique par une combinaison lineaire des n vecteurs d 

n 

X = Y,X l e l . 

i=i 

On appelle X 1 les composantes du vecteur X dans la base et (X*^ HAUT ). Nous utilisons 
la convention d'Einstein pour la sommation des indices repetes, l'un en haut et l'autre en 
bas, suivant la formule 

X = X*e t {X = X^ HAUT ei< _BAs) • 

Un point important est celui du changement de base. Soit une autre base que nous 
notons ej/ (i' — 1, . . . ,n) suivant une convention utile d'ecriture avec les indices primes, le 
meme vecteur X a les composantes 

X = X*e v 

avec la convention des indices primes. On a la formule de changement de base 

j 

ou a\, sont les elements de la matrice de changement de base, avec det a\, ^ 0, les indices 
primes etant en bas et les indices non primes en haut. II y a evidemment sommation sur les 
indices non primes. Les elements de la matrice inverse sont notes a\ avec la meme lettre 
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mais de fagon conventionnelle les indices primes sont en haut et les indices non primes en 
bas, on a 

d = a{e r . 

Les matrices a\, et a{ satisfont done par definition 

ou Sf est le symbole de Kronecker 

Sf = 1 si % = j et Sj = si i ^ j. 

Cependant avec nos conventions nous n'avons pas vraiment besoin de savoir quelles sont 
les lignes et les colonnes de ces matrices. Soient X % les composantes d'un vecteur X dans 
la base ey, elles sont reliees a X 1 par 

X*' = tfX j et X 1 = a),X 3 ' . 

L'ensemble de ces conventions : indices en haut, en bas, primes, non primes va nous per- 
mettre de faire du calcul tensoriel sans reflechir. 

On appelle forme lineaire sur E une application ip de E dans M qui verifie 

ip(X + Y) = tj)(X) +*p(Y) et i)(aX) = ai)(X) a e JR. 

On appelle E* l'ensemble des formes lineaires sur E qui possede une structure d'espace 
vectoriel. A toute base ej de E, on definit une base de E*, notee avec la meme lettre mais 
avec les indices i en haut, e l (i — 1, . . . , n) ( e *^ HAUT ) definie par 

e\X) = X' 1 

ou X 1 sont les composantes de X dans la base On a e l (ej) = 5*. Ainsi une forme uj 
s'ecrit dans E* sous la forme 

ifj = ifjie 1 avec ipi = ip{ei). 

Les u>i sont appeles les composantes de uj (c^^bas)- Une autre base de E conduit a une 
autre base e l de E*. Connaissant le changement de base dans E on en deduit dans E* 

/ = o i -e j et = a},e j ' 

et la transformation des composantes d'une forme 

My = a\,LOj et Ui = a{ ojj>. 

Un vecteur X est une forme lineaire sur E* et on a 

X(e*) = X\ 
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On definit le produit tensoriel de deux vecteurs X et Y, note X <g> Y, comme etant la 
forme bilineaire sur E* definie par 

X®F(^,0) = xp{X)<j>{Y). 

Soit ti une base de E. On peut former les n 2 elements <g> ej. On voit immediatement que 
X Y = X^ei <g> e-j. 

On appelle E l'ensemble des formes bilineaires sur E* que nous appelons tenseur 
deux fois contravariant. II peut etre muni d'une structure d'espace vectoriel de dimension 
n 2 avec comme base e, £g> ej. Par consequent, un tenseur deux fois contravariant T s'ecrit 

T = T ij a <g> ej avec T ij ' = T(e\ e j ). 

ou les T u sont les composantes du tenseur T. Pour le produit tensoriel T = X <g> F, on 
obtient T 1 - 7 = XY J . Un point essentiel est celui de changement de base. Les composantes 
du tenseur se transforment de la fagon suivante 

T i>j ' = aia(T mn et T i] = d m ^ nl T m ' n ' . 

On definit le produit tensoriel de E* par lui-meme : c'est l'ensemble des formes bili- 
neaires sur E, note 2 E, que nous appelons tenseur deux fois covariant. II peut etre muni 
d'une structure d'espace vectoriel dont une base est constitute des n 2 elements e % <8> eK 
Ainsi un tenseur deux fois covariant uj s'ecrit 

uj = ojijt 1 <S> e 3 avec u;^ = uj{e^ ej). 

Les ujij sont les composantes du tenseur uj. Dans un changement de base, on a 

oji'ji = a™a™,uj mn et uj^j = a™ a™ uj m ' n >. 

Le produit tensoriel de E q fois par lui-meme, note (^) 9 E, est l'ensemble des formes 
g-lineaire sur E*. Les elements sont appeles les tenseurs q fois contravariants. Une base 
de (g) q E est formee des n q tenseurs e ix <8> • • • <8> , dont les indices sont des lettres avec 
des indices. Cela permet une ecriture generale sans preciser la dimension n. Ainsi pour un 
tenseur q fois contravariant, on a 

T = T h -^e h <g> • • • <g> e iq 

et dans un changement de base 

T^< = a!i---ah jl - j ". 

Jl Jq 

De fagon analogue, le produit tensoriel de E* p fois par lui-meme est note <S)pE. Ses 
elements sont des tenseurs p fois covariants. On a done 

uj = u h ... j e jl (g) • • • <g) e jp 
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avec la loi de transformation 



On peut aussi former des produits tensoriels mixtes : q fois contravariants et p fois 
covariants de composantes 

h-ip' 

Le symbole de Kronecker <5] en est un exemple. II faut signaler que l'ordre des indices est 
tres important. Des a present, bien que ce ne soit pas indispensable pour l'instant, nous 
prenons l'habitude de bien decaler les indices en haut et en bas. Nous remarquons que les 
tenseurs peuvent etre notes avec la meme lettre du moment qu'ils ont des nombres d'indices 
differents. 

On appelle tenseur symetrique un tenseur tel que T*- 7 = T Jl ou bien uj^ = oj^. On 
appelle tenseur antisymetrique un tenseur tel que T u = — T JJ ou bien u>ij = —ujji. Tout 
tenseur T u peut etre decompose comme la somme d'un tenseur symetrique (T u +T Jl )/2 
et d'un tenseur antisymetrique (T u — T^)/2. Un tenseur p fois covariant completement 
antisymetrique est appele une p-forme. 

Pour des tenseurs mixtes on peut former le produit contracte en sommant sur un indice 
en haut et un indice en bas, par exemple T ll ' k "' lq - i ___ k ___-^ ce qui donne un tenseur q — 1 

fois contravariant et p — 1 fois covariant. Un cas particulier est la trace T d'un tenseur T { 3 
donnee par T = T^. De meme, on obtient les composantes d'un vecteur en posant T^ujj ou 
un scalaire en posant X' l uji. Nous notons que la contraction d'un tenseur symetrique avec 
un tenseur antisymetrique est nulle. 

3.2 Produit scalaire dans un espace vector iel 

Soit E un espace vectoriel reel de dimension n. Un produit scalaire sur E est une forme 
bilineaire g sur E qui est : 

1. symetrique g(X,Y) = g(Y,X), 

2. non degeneree (VX g(X, Y) = 0) Y = 0. 

Ainsi le produit scalaire est un tenseur deux fois covariant dont les composantes dans 
une base de E sont donnees par 

9ij = 9(ei,ej). 

C'est un tenseur symetrique g^ = g 3i . De plus, comme le systeme d'equations gijY^ = 
doit donner F J = il faut que det gij ^ 0. 

On dit que deux vecteurs X et Y sont orthogonaux si g(X, Y) = 0, soit en composantes 
gijX % Yi = 0. II existe toujours une base ej de E telle que 

g(e h e 3 ) = pour i ^ j et g(e u ei) = ±l i = l,...,n. 
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Cette base est dite orthonormee bien que les g{e^ eA puissent etre negatifs. La collection 
des ±1 formee par (g(e 1 , ei), . . . , g(e n , e n )) est une propriete intrinseque du produit scalaire 
considere. Elle sera la meme pour toutes les autres bases orthonormees : c'est la signature 
du produit scalaire. Quand la signature est (H — •+), on note g^ = 5ij et on parle de 
produit scalaire euclidien. Pour ( — !-•••+), on note g{e^ ej) = rjij et on parle de produit 
scalaire lorentzien. Si le produit scalaire est euclidien il definit une norme dans E. S'il n'est 
pas euclidien alors il existe des vecteurs X tels que g(X,X) = qui sont dits isotropes. 

Considere comme les elements d'une matrice, g^ admet une matrice inverse puisque 
det gij 7^ 0. Elle est notee g l: > et elle verifie 

a a mj = 5 j 

Les g l i constituent les composantes d'un tenseur deux fois contravariant. 

Le produit scalaire permet d'identifier de fagon canonique E et E*. Un vecteur X etant 
donne, on peut definir une forme lineaire sur E, provisoirement notee uj, par uj{Y) = 
g(X,Y). Dans la base e\ les composantes de uj sont uJi = u;(ej) = gijXK Par convention, 
on donne le meme nom au vecteur X et a la forme uj. Par consequent, on ecrit 

Xi = 9ij Xi et A" //".V,, 

Grace au produit scalaire, on a les composantes contravariantes X 1 et les composantes 
covariantes X, d'un meme objet mathematique X. Cela s'etend naturellement aux tenseurs 
q fois contravariants et p fois covariants. Nous pouvons monter ou descendre les indices a 
l'aide du produit scalaire g^. 

3.3 Espace affine et espace affine metrique 

Soit un ensemble 8 de points dans lequel a tout couple de points A et B pris dans cet 
ordre, on fait correspondre un vecteur note AB d'un espace vectoriel reel a n dimensions 
E, la correspondance jouissant des proprietes suivantes : 

1. AB = -BA et AB = AC + CB, 

2. O etant un point arbitraire de S, a tout vecteur x de E il correspond un point unique 
M de 8 tel que OM = x. 

On appelle 8 espace affine a n dimensions. Un repere (0,eA de 8 est la donnee d'un point 
O et d'une base de E. Le point O est l'origine du repere. Soit un point M de 8 on appelle 
coordonnees de M par rapport au repere (0,ej) les composantes x l du vecteur OM 

OM = x^i. 

II existe une correspondance biunivoque entre les nombres x % et les points de 8. Les com- 
posantes x % forment un systeme de coordonnees de l'espace affine que nous appelons recti- 
lignes. La topologie de l'espace affine est celle de M n . 
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Un point important est celui du changement de repere. Soient deux reperes (0,ej) et 
(0',ej/), les coordonnees d'un point de £ suivant les deux reperes sont reliees par 



x l = a l j x 3 + d l 



ou dj est le changement de base dans E, c'est-a-dire = a\,ej et les constantes d 1 ' sont 
les coordonnees du point O dans le repere (0',ej')- 

On peut definir des champs de vecteurs dans £. Chaque du repere definit un champ 




de vecteurs dans l'espace affine qui est note dorenavant <9j. Un champ de vecteurs X s'ecrit 
X = X l (x k )di. Quand on adopte un autre repere (0',ej/), les lois de transformations sont 
les suivantes 

d v = aj,dj et X*' = a^X 3 . 

On peut ensuite definir n champs de formes dans £ , notees dx l au lieu de e\ canoni- 
quement associees aux champs de vecteurs di par dx l (dj) = 5* en tout point. Un champ 
de formes cu dans £, ou simplement une forme ou, s'ecrit u = u i (x k )dx' t . La notation dx % 
designe aussi un accroissement infinitesimal de la coordonnee x % . Cette ambigu'ite de no- 
tation est faite expres et se revele bien pratique. Par exemple, la forme difdx 1 1 ou / est 
une fonction est note df. Elle represente aussi l'accroissement infinitesimal de la fonction 
/ entre les points x k et x k + dx k . 

On definit des champs de tenseurs q fois contravariants et p fois covariants sur £ de 
composantes T 11 "' tq ^...j {x k ) sur £ dans la base <g> ■ • ■ <g> d iq <g> dx 31 <g> ■ • ■ dx 3p avec la loi 
de transformation 

rf-'i-i-'q ( k'\ _ i[ . . l 'q Til n pr pmi-m q ( k\ 

Soit un repere (O, ej) de £. Une application de I C M dans £ fait correspondre a t 
un point M, soit M(t). II en resulte une application de / dans E en posant x = OM, soit 
x(t). Le vecteur dx{t)/dt definit le vecteur-derivee de M(t) car il est independant du choix 
de 0. Quand une seule coordonnee x l varie, on obtient une courbe dans £ appelee une 



dj d 2 f 

1 Pour alleger l'ecriture, nous adoptons les notations dif = — — , dijf — . — - 

OX 1 QX % Qx3 
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courbe-coordonnee. Ce sont des droites de £. Le vecteur-derivee de la courbe-coordonnee 
x % pour le parametre x % est <9j en tout point de la courbe. 

Dans un espace affine £ muni des coordonnees rectilignes (x l ), il existe la notion de 
connexion plate. Soit X un champ de vecteurs. Comment passe-t-on de la valeur X(x) du 
champ de vecteurs au point x % a la valeur X(x + dx) au point infiniment voisin x % + dx l ? 
Si Ton pose X(x + dx) — X(x) + dX alors on a evidemment 



{dxy 



djX l dx J . 



Ainsi, on obtient directement (dX) 1 en fonction des dxK La connexion est done triviale et 
elle est dite plate. Quand on fait un changement de repere, les djX 1 sont les composantes 
d'un champ de tenseurs une fois contravariants et une fois covariants. 

Cette connexion plate definit la notion de transport par parallelisme d'un vecteur X le 
long d'une courbe x l {t) en demandant que (dX) 1 = entre deux points x l et x % + dx 1 de la 
courbe, e'est-a-dire djX l dx^ = avec dx^ = &dt. Par suite, on a xWjX 1 = et il est done 
determine par l'equation 

s x 'w = a 

Par consequent les X 1 sont des constantes. Notons que les di se transportent par paralle- 




lisme le long des courbes-coordonnees des coordonnees rectilignes. 

Un espace affine devient un espace affine metrique quand on introduit un produit sca- 
laire g sur E. Tout d'abord, il definit une distance (t(M 1 ,M 2 ) entre deux points M 1 et M 2 
de £ par 

<r 2 (Mi, M 2 ) = g{M x M 2 , M X M 2 ). 

Dans un repere (0,ej), les composantes de OMi et OM 2 sont respectivement x\ et x\ et 
on a la formule 

a 2 (M 1 ,M 2 ) = g tJ (x\-x 2 )(x\-xi) 

ou les gij sont les constantes g(e i? e^) dans le repere considere. Le champ de tenseurs deux 
fois covariants g defini par les composantes 

g = gijdx 1 <S> dx^ 
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s'appelle la metrique de £. Remarquons que le carre de la distance infinitesimale entre deux 
points infiniment voisins a pour expression 

da 2 = g i jdx l dx 3 . 

Nous remarquons l'analogie avec la forme tensorielle. 

Une base orthonormee de E definit un repere orthonorme de £. Quand la signature 
est (H — •+), on a la metrique euclidienne g^ = 5ij. L'espace affine metrique est l'espace 
euclidien, les coordonnees associees etant appelees les coordonnees cartesiennes. Quand la 
signature est (— + •••+), on a la metrique minkowskienne = rjij. L'espace affine metrique 
est l'espace minkowskien, les coordonnees associees etant appelees minkowskiennes. 

En resume, un espace affine metrique £ possede deux caracteristiques fondamentales : 
une connexion plate et une metrique, dite plate. Cependant, la connexion n'est pas inde- 
pendante de la metrique puisque le transport par parallelisme de deux vecteurs X et Y le 
long d'une courbe conserve le produit scalaire des deux vecteurs. On a 

puisque les sont des constantes. 



3.4 Systemes de coordonnees curvilignes 

Soit un espace affine £ muni d'un repere (0,ej) avec ses coordonnees rectilignes (x l ). 
Supposons qu'on exprime les coordonnees x % en fonction des variables x 1 , . . . , x n dans un 
ouvert O de £ 

x l = x t (x 1 ' , . . . , x n ') soit x l = x l (x j ') 
avec nos conventions sur les indices primes. Si dans O la matrice jacobienne 

g-7^ k ') satisfait det ^-7(^)^0 
alors il existe des fonctions reciproques 

x J = x 3 (x 1 , . . . , x n ) soit x ] = x J (x l ) 

dont la matrice jacobienne est l'inverse de la precedente. On dit que dans l'ouvert O l'espace 
affine est rapporte au systeme de coordonnees curvilignes (x J ). 

Un exemple est celui des coordonnees spheriques (r, 9, ip) dans l'espace affine a trois 
dimensions ; elles sont definies par 

x 1 = r sin 9 cos (p , x 2 = r sin 9 sin ip et x 3 = rcos9. 
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La matrice jacobienne de ce changement de coordonnees est 

sin 9 cos ip sin 9 sin ip 
r cos 9 cos (p r cos 9 sin (p 
—r sin 9 sin ip r sin # cos ip 

Son determinant r 2 sin 9 est different de zero dans l'espace affine moins l'axe Ox 3 qui est 
done l'ouvert O de definition des coordonnees spheriques (r,9,ip). 

Quand une seule coordonnee , pour un f fixe, d'un point M varie, on obtient une 
application de M dans £ : la courbe-coordonnee. Le vecteur-derivee a cette courbe para- 
metrisee par re- 7 est note dy. II est different en chaque point de la courbe. 



vecteur-derivee 




En chaque point M de S, on associe au systeme de coordonnees curvilignes un repere 
naturel constitue d'une origine M et de la base naturelle formee des vecteurs {i' = 
1, . . . , n) en ce point. Un point voisin de M, note M+dM, sera repere par des dx^ . On pose 

dM = dx j 'd f . 

Ainsi les quantites dx^' sont les composantes contravariantes du vecteur dM dans la base 
naturelle dy au point M. La relation entre le repere (0,<9j) et le repere naturel (M,<9j/) est 
donnee par 

^ = ^ d/ '^jU'idr'. 

Dans l'exemple des coordonnees spheriques, on trouve 

d r = sin 9 cos ipdi + sin 9 sin (pd 2 + cos 9d 3 , 

de = r cos 9 cos ipdi + r cos 9 sin ipd 2 — r sin 9d 3 , 
d v = —r sin 9 sin ipdi + r sin 9 cos (pd 2 ■ 
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Soient les composantes T ll "' lq ■ i ,,,- p {x k ) d'un champ de tenseurs T dans un repere (0,ej) 
de £. Nous pouvons obtenir les composantes en coordonnees curvilignes de ce champ de 
tenseurs T par 

ii-ij y dx'i dx^dx^ dx** ,... la k 

3i-3^ X > Q x h Q x l q Q X 3\ Q^ 1 m-n p ^ )■ 

Voyons comment se presente la connexion plate en coordonnees curvilignes. Soit un 
champ de vecteurs X de £. Dans l'ouvert O des coordonnees curvilignes (x % ), il s'ecrit 

X(x') = X j '(x')d r . 

L'accroissement dX entre deux points infiniment voisins x 1 ' et x 1 ' + dx % ' est 

dX = dyX^dxi'dv + X^ddi,. 

avec un dd^ puisque maintenant le repere naturel change d'un point a un autre. En 
vertu de l'expression de sur la base on a 



Reexprimant ddy dans le repere naturel, on obtient 

ddji = - — -—7 I -—7 I dx l 'd k < 
3 dx m dx l \dxi J 

On definit les symboles de Christoffel 

k , dx k ' d ( dx m 

qui sont symetriques : r^, n , = r*', m ,. Ainsi, la connexion plate de l'espace affine s'ecrit en 
coordonnees curvilignes 

dx = (d r x k ' + r%,x 1 ') dx j 'd k ,. 

On definit la derivee covariante du champ de vecteurs X par la formule 

V/yX*' = d^x* + r kljl x j ' 

qui donne un champ de tenseurs une fois covariants et une fois contravariants. On a done 



dx m dx 1 
dx k ' dx n 



Vfc'X 1 — - , , Tr - 7 (9 m X n . 



Elle permet d'ecrire l'accroissement dX sous la forme 



dX = Vi>X J dx 1 d r 
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qui est valable dans n'importe quelles coordonnees curvilignes. 

Le transport par parallelisme d'un vecteur X % le long d'une courbe x % (t) est defini par 
dX = 0, c'est-a-dire en coordonnees curvilignes 

jX*\t) + Ti, nl {x{t))x m 'm n '(t) = V. 

Par abus de notation, on ecrit souvent x k 'Vk'X 1 ' = 0. 

On definit la derivee covariante d'un champ de formes par 

Vfe'CJj/ = dk'UJi' — Ti^/UJji 

qui est un champ de tenseurs deux fois covariants de fagon a ce qu'on ait 2 

Oi'^X^ u>k') = V ' i'X^ ui^i + X^ Vj'CJfc'. 

L'extension aux champs de tenseurs mixtes est directe 

V-7 rp11"'1q o rpll-'-tq , pil rp%1'2.'"%q , , p^q rpll'-'tq—lt 

Wm± jl-jp ~ ° ml jvj P ~ tL mi 1 jx-jp " ' 1 mi J ji-j p 

rpl\"-1q _ -pj rpl\---lq 

mji jj2---j P ' ' * mj p jl-jp-lj 

ou nous avons supprime les primes pour alleger l'ecriture. Ceci assure la loi de derivation, 
par exemple 

V, (T mn cu p ) = ViT mn u p + T mn ViU p . 

Un espace affine metrique possede en outre une metrique g qui est un champ de ten- 
seurs deux fois covariants de composantes gij en coordonnees rectilignes. En coordonnees 
curvilignes (x l ), les composantes ont pour expression 

dx m dx n 
9i ' j ' = dx v dxi' 9mn 

et elles dependent maintenant des coordonnees x 1 ' . Dans l'exemple des coordonnees sphe- 
riques, les composantes non nulles de la metrique sont 

g rr = I , gee = r 2 et g w = r 2 sin 2 6. 

La distance a(M, M + dM) entre deux points infiniment voisins M et M+dM est donnee 
simplement par 

da 2 = gi'jidx 1 dx^ . 
Dans l'exemple des coordonnees spheriques, on a 

da 2 = dr 2 + r 2 d6 2 + r 2 sin 2 6d V 2 . 



2 Pour une fonction /, on a Vj</ = def. 
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Nous avons deja observe que la connexion plate et la metrique ne sont pas indepen- 
dantes. On a les identites fondamentales 

^k'Qm'n' =0 et V^g 1 ' 1 ' = 

qui sont evidentes puisque Vk'g m 'n' est un champ de tenseurs dont on sait qu'il est nul en 
coordonnees rectilignes. 

Les symboles de Christoffel s'expriment a l'aide de la matrice jacobienne et de ses 
derivees. Cependant, on peut obtenir une expression plus pratique de ceux-ci. Posons 
[i'j'V] = Y^-ig^y qui est symetrique en i' et f. La derivee covariante de la metrique est 
nulle et elle s'ecrit sous la forme 

dk'g m 'n' — [k'm'n 1 ] — [k'n'm 1 ] = 0. 

Reecrivons cette expression en faisant une permutation circulaire 

d m >g n 'k' — [m'n'k'] — [m'k'n 1 ] = et — d n ig^ m i + [n'k'm 1 ] + [n'm'k'} = 0. 

En additionnant les trois identites, on determine les [k'm'n'] en fonction des dk>g m > n ' grace 
a la symetrie des en i' et f. Par suite, l'expression des symboles de Christoffel est 

T i'j' = \d k ' V ( d i'9j'i> + djig vv - d v g V y) . 

Par cette formule fondamentale, on trouve tout de suite les symboles de Christoffel non 
nuls en coordonnees spheriques 

n e = -r r r w = -r sin 2 9 T d 9r = T* r = l - V% = co\,6 V e w = - sin 9 cos 9. 

On monte et on descend les indices des champs de tenseurs avec g^y et son inverse g l 'i ' . 
Puisque la derivee covariante de la metrique est nulle, on a 

VvXj, = g rk >Vi,X k ' et VvX 1 ' = g^'V^Xu. 

Nous pouvons done jouer de facon covariante avec les indices. 
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Chapitre 4 



Elements de geometrie differentielle 
d'une variete 

4.1 Variete differentiable 

Une variete topologique V de dimension n est un espace topologique separe (ou de 
Hausdoff) dont chaque point possede un voisinage homeomorphe a ]R n , par exemple le 
cercle S 1 , la sphere S 2 , le cylindre S* 1 x ]R. Cela signife qu'il existe une famille d'ouverts, 
recouvrant la variete, homeomorphes a un ouvert de ]R n . Un couple (O, </?) de cette famille 
est appele une carte. Dans l'ouvert O, un point M de V est caracterise par (x 1 ,... ,x n ) 
dans M n . Les (x l ) (i = l,...,n) sont les coordonnees du point M dans la carte O ; ils 
definissent un systeme de coordonnees. 

Soient deux couples (O, ip) et (O' , ip') tels que O fl O' ^ alors ip' o ip~ l est un homeo- 
morphisme d'ouverts de ]R n . L'application continue ip' otp^ 1 de ip(OC\0') dans p'(OnO') 
induit la formule de changement de systeme de coordonnees 

x 1 ' = ip' o <£> -1 (x 3 ') so it x t '(x j ) 

dans laquelle la convention des indices primes est reprise. 

L'ensemble des cartes qui recouvrent la variete topologique constitue un atlas. Pour 
des raisons techniques on suppose que la variete topologique est paracompacte, c'est-a-dire 
que pour tout point il existe un voisinage de celui-ci qui a une intersection non vide avec 
un nombre fini d'ouverts de l'atlas. 

Une variete differentiable V est une variete topologique possedant un atlas avec des 
cartes {(O, (p), (O', (p 1 ),.. .} tel que les applications ip' o p^ 1 sont des diffeomorphismes 
entre les deux images de O fl O' dans les deux M n . On peut prendre des diffeomorphismes 
C°° ou bien se limiter a C k k > 1. Cela signifie que les formules de changement de sys- 
teme de coordonnees x % (x- 7 ') et x*(x l ) sont des applications differentiables de M n dans M n 
inversibles, c'est-a-dire que la matrice jacobienne satisfait 

dett^^O. 
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4>' 















Un espace affine est une variete differentiable avec une seule carte munie des coor- 
donnees rectilignes (x l ). Des coordonnees curvilignes {x l ) dans un ouvert O de definition 
constituent une carte de l'espace affine. 

En general il faut un atlas avec plusieurs cartes pour decrire une variete. Pour la sphere 
S 2 il faut au moins deux cartes puisqu'elle est compacte et ne peut done etre homeomorphe 
a un ouvert. Prenons l'exemple de la projection stereographique. On a deux cartes O et O' 
excluant soit le pole Nord (0, 0, 1) soit le pole Sud (0, 0, —1) en coordonnees cartesiennes 
(z 1 ,z 2 ,z i ). Dans les deux cartes considerees, on a les coordonnees 



x 2 = 



et 



1- z 3 1 - z 3 1 + z 3 

L'application de changement de carte est definie dans M 2 — 



2' 

X = 



l + z 3 
{0,0} par 



x 



X = 



( x l')2 + ( X 2')2 



et x = 



x 



x 



V\2 



+ (X 



2'\2 



dont la matrice jacobienne a un determinant different de zero. Cependant de fagon usuelle, 
on adopte les coordonnees (0, ip) du systeme de coordonnees spheriques pour decrire S 2 
comme s'il n'y avait qu'une carte bien qu'elles ne soient pas valables en = et = n. 

Soit V une variete differentiable. Une application A de / C 1R dans V est dite differen- 
tiable si dans chaque ouvert d'un atlas (p o A est une application differentiable de I dans 
M n . L'image de / dans V est une courbe dans V. L'expression en coordonnees x l (t) est 
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differente dans chaque systeme de coordonnees mais s'obtient par changement de systeme 
de coordonnees. 

Une fonction / de V dans M, est dite differentiable si / o tp' 1 est une fonction diffe- 
rentiable de R n . On designe par C°°(V) l'ensemble des fonctions reelles differentiables. 




Une hypersurface S de V est l'ensemble des points a: de V definis par 

f(x\...,x n ) = 

ou / G C°°(V) avec la condition que dans chaque carte / o {p^ 1 ait un gradient, note dif, 
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non mil en tout point de E 

L'hypersurface S est une variete differentiable de dimension n — 1. 



4.2 Champ de vecteurs et de tenseurs 



Dans l'espace affine iR n , un champ de vecteurs X definit une derivation sur les fonctions 
/ en posant X(f) = X l dif dans un systeme de coordonnees curvilignes. Ceci justifie la 
notation X = X l di ou le champ de vecteurs d\ verifie di(f) = dif. 

Dans une variete difFerentiable V, soit l'ensemble des derivations sur les fonctions en 
un point x, note {X x }. On a X x : C°°(V) — > M avec les proprietes de derivation 

X x (af + 0g) = aX x (f) + PX X ( 9 ) , a , e M , 

X x (fg)=f(x)X x (g)+g(x)X x (f). 

II suffit de connaitre les fonctions / au voisinage de x. On appelle X x (f) la derivee de / 
dans la direction X au point x. L'ensemble des vecteurs tangents en x a une structure 
d'espace vectoriel reel de dimension n que Ton note T X V. 

Dans une carte de systeme de coordonnees (x l ), nous definissons n vecteurs tangents 
en x, notes d ix , par l'application suivante 



pour i — 1, . . . , n. 



Les vecteurs d ix sont les vecteurs-derivees aux courbes-coordonnees de la carte consideree. 
On peut montrer que les n vecteurs d ix forment une base de T X V. Dans une autre carte 




de coordonnees (V ), on definit les vecteurs tangents en x de la meme fagon di> x i. Dans 
l'intersection des ouverts, on a 

dx j 
dx l 
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La reunion de tous les T^V est note TV. On appelle champ de vecteurs une application 
de V dans TV qui est differentiable, c'est-a-dire que X x (f) est une fonction differentiable 
pour toute fonction /. Dans une carte, les di definis en tout point x par d{ X sont des champs 
de vecteurs differentiables. lis constituent la base naturelle associee aux coordonnees (x l ). 
Un champ de vecteurs Y peut s'ecrire dans la carte du systeme de coordonnees (x l ) sous 
la forme 

Y = Y i (x)d i 

ou les Y % sont les composantes de Y dans cette base ; ce sont des fonctions differentiables 
dans l'ouvert de la carte. On peut preciser la classe de differentiabilite C k ~ x dans une 
variete differentiable C k avec k > 2. 

Pour un champ de vecteurs Y donne, la loi de transformation dans l'intersection de 
deux ouverts est 

Y^x'ix)) = ^-(x)Y j (x). 

Dans la pratique, on se donne souvent un champ de vecteurs par ses composantes dans 
chaque carte d'un atlas en s'assurant de la compatibility par changement de cartes. 

Une base quelconque des champs de vecteurs est formee de n champs de vecteurs e^, 
(i — 1, . . . , n) tels qu'en chaque point x ils forment une base de l'espace tangent 

Y = Y%. 

Nous soulignons l'indice (e^gouLiGNE) de fagon a ne pas confondre avec la base naturelle d{. 
En general on ne peut pas trouver de coordonnees dans lesquelles les puissent constituer 
une base naturelle. 

En chaque point x l d'une carte, on peut definir une base dx x de (T X V)* associee de 
fagon canonique a d ix en posant 

dx x (Y x ) = Y\x) pour i = 1, . . . ,n 

ou Y % sont les composantes de Y . Par changement de carte, on a la loi de transformation 

On peut definir les formes differentiables. Dans une carte, une base est constitute des dx % 
definies en tout point a l'aide des dx x . Toute forme differentiable to s'ecrit dans une carte 

uj = Ui(x)dx l 

ou les composantes uji sont des fonctions differentiables. On a la loi de transformation dans 
l'intersection de deux ouverts 

Ox^ 

On peut aussi introduire des champs de tenseurs q fois contravariants et p fois covariants 

T = T'""' Js ... J; (.r")i); : ® • • • (g) d iq ® dx jl ® ••• (8) dx 3 ?. 

Un tenseur p fois covariant completement antisymetrique, avec par consequent p < n, est 
appele une p-forme differentiable. 
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4.3 Metrique et element de volume induit 



On appelle metrique d'une variete differentiable V un champ de tenseurs g deux fois 
covariants, symetriques et non degeneres. Dans une carte on a 

9 — 9ij{.x)dx % <S> dx 3 avec g^ = g^ et detgij ^ 0. 

En chaque point x de V, il fournit un produit scalaire de l'espace vectoriel tangent T X V 

g(X X) Y x ) = g l3 {x)X\x)Yi\x). 

De plus, il permet d'identifier de fagon canonique les champs de vecteurs et les formes ; on 
a en composantes 

ou g %0 est la matrice inverse de gij en tout point, definie par 

9ij9 jk = ^. 

Les g tJ sont les composantes d'un champ de tenseurs deux fois contravariants. 

II existe au moins localement n champs de vecteurs qui constituent une base ortho- 
normee de l'espace tangent en chaque point, c'est-a-dire 

9ijeln eJ n = 9mn avec g mR = +1 ou - I. 

Le nombre des + et des — forme par g(ei, ei), . . . , g(e R , e„) est la signature de la metrique. 
Elle sera la meme pour toutes les bases orthonormees et ceci en tout point 1 . Quand g m n — 
5 mn , on parle de metrique riemannienne et quand g mR = r\ mn de metrique lorentzienne. Les 
ej constituent une base orthonormee. On remarque que 

9 3 = e m e n9 s °it 9ij = &mi&nj9 • 

Par exemple pour la sphere S 2 , les composantes de la metrique en coordonnees (9, <p) 
sont gee = 1, g w = sin 2 9 et ge^ = 0. Une base orthonormee dont les vecteurs sont 
colineaires a ceux du repere naturel est e 6 e = 1, = et = 0, = 1/ sin^ . 

Considerons une hypersurface S de V definie par l'equation f(x) = 0. Le vecteur normal 
est le gradient dif. On note 

dif toujours oriente dans le temps hypersurface / = du genre espace 
dif toujours isotrope hypersurface / = du genre lumiere 

dif toujours oriente dans l'espace hypersurface / = du genre temps. 

1 Le signe du determinant de la metrique est le produit des g m n- 
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Dans le cas ou d'une hypersurface E du genre espace ou du genre temps 2 , nous definissons 
par convention le vecteur normal unitaire a E par 

±dif 

rii 



qui satisfait bien sur g^T^ri* = ±1. On peut induire sur E une metrique h en posant 

X,FgTE h(X,Y) = g(X,Y). 

Si 1' hypersurface E est definie par les equations x l (y a ) avec a — 1, . . . ,n — 1 alors les 
(y a ) constituent un systeme de coordonnees de E. Les composantes de la metrique h dans 
les coordonnees (y a ) sont 

/ d d \ ( dx % dx j \ . dx l dx j 

\djr' dy~ b ) =9 [or W b v solt = orW 9ir 

La metrique p de V permet de definir une mesure sur V, c'est-a-dire un element de 
volume dV pour l'integration des fonctions. II faut considerer une variete orientable pour 
laquelle il existe un atlas tel que chaque changement de systeme de coordonnees ait une 
matrice jacobienne de determinant positif. Cependant, nous nous limitons a une seule carte 
pour simplifier l'expose. Dans l'ouvert O de cette carte, l'element de volume dV induit par 
la metrique est 

dV = \f\g~\dx 1 . . . dx n 

ou g est le determinant de la metrique g^. L'integration d'une fonction / dans un ouvert 
U de O est l'integrale usuelle 

/ f(x\...,x n )dV 
Ju 

dont la valeur est independante du choix des coordonnees pourvu que la matrice jaco- 
bienne du changement de coordonnees ait un determinant positif. Ceci resulte de la loi de 
transformation du determinant g de la metrique 

dx % N 2 



9= { det dxJ) g - 

Soit un ouvert U de V delimite par un bord dU qui est une hypersurface de V. Si 
cette hypersurface admet un vecteur normal unitaire rii, au moins par morceaux, alors la 
metrique g induit une metrique h sur chaque morceau de dU. On note dS l'element de 
volume de dU induit par la metrique h. N'ayant pas fait une theorie de l'integration, nous 
formulons le theoreme de Stokes sous la forme du theoreme de Gauss 



/ X^dS = [ -^d t (v^P^) dV. 
Jau Ju viol ^ ' 



2 Quand le vecteur normal est isotrope celui-ci est tangent a l'hypersurface S du genre lumiere. 
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En realite, l'existence d'une metrique est inutile pour formuler le theoreme de Stokes. 

Dans une variete orientable, on peut introduire un tenseur completement antisymetrique 
rj en composantes covariantes ou contravariantes, appele forme element de volume 



9 I . .. . .. , 



Vh-i n = VUku-in et V H '" tn = — — e 

ou e n '" ! " et e^...^ sont les symboles de Levi-Civita, qui valent 1 si i\ . . .i n est une permu- 
tation paire de 1 . . . n, — 1 si i± . . . i n est une permutation impaire de 1 . . . n et pour deux 
indices identiques. On fera attention au changement de signe en metrique lorentzienne. 
Que ce soit un tenseur resulte de l'identite 

det a{ = c> a). ■■■a n jn = e ix ... ln 4 

II permet de definir la dualite entre une p-forme et une (n — p)-forme 

1 

p\ 

Nous notons l'identite 3 



u;- ■ = — n- ■ ■ ■ i ) j %n -v+^- 



dkV\g~\ = ^V\g\9 mn d k g m n- 



4.4 Derivee de Lie et vecteur de Killing 



Soit X un champ de vecteurs de V et i un point de V. Considerons la solution du 
systeme d'equations differentielles 

j t x\t) = X\x k (t)) avec ^(0) = x\ 

Au moins localement la solution fournit une application x t de V dans V, x l {t) = x\(x), 
telle que 

Vrr x tl o Xt 2 (x) = x tl+t2 (x) x t (x) = x^t( x ) x o( x ) —x. 

On dit que x t est un groupe local de transformations a un parametre. Cela constitue les 
lignes de courant du champ de vecteurs X dans V. On parle aussi de flot associe au champ 
de vecteurs. 

On definit tout d'abord la derivee de Lie d'une fonction /. On compare simplement la 
valeur de f(x t (x)) et f(x). On pose done 

C x f = Jim - t [f(x t (x)) - f(x)} soit C x f = X'%f. 

3 Elle resulte de la propriete suivante pour une matrice M : <51ndetM = lndct(l + M~ 1 5M) done 
5 In det M -» Tr^I^SM) quand SM -» 0. 
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L'application x t induit un isomorphisme des espaces tangents T^V et T Xt ( x )V 4 . Pour 
un champ de vecteurs Y, on a les formules 

((x t yYY(x t ) = j^Y*(x) et ((x t )*Yy(x) = ~^Y'(x t ). 

Pour definir la derivee de Lie d'un champ de vecteurs Y, on compare encore la valeur 
du champ de vecteurs en x t {x) mais puisque la base naturelle a elle aussi changee, il faut 
ramener cette valeur en x. C'est pourquoi on utilise l'application (x t )*- On pose done 

(C x Y)\x)=\^ l 1 [((x t yY)\x)-Y\x)]. 

Le calcul de (x t )* se fait en remarquant que x l _ t = x % — tX % + 0(t 2 ). On obtient alors 



dx 



dxi 



S] et 



d dx\ 



d 

t=o dxi v ' 



t=o 3 dt dxi 

Puisque Y l (x t ) = Y J (x) + tX k dkY J (x) + 0(t 2 ), les composantes de la derivee de Lie sont 

(C x Y) j = X i d i Y j - Y l diX j . 

La derivee de Lie d'un champ de vecteurs coincide avec le crochet de deux vecteurs, [X, Y] = 
CxY . Cet operateur est lineaire en X et satisfait les proprietes 

C X (Y 1 + Y 2 ) = C X Y, + C X Y 2 C x (fY) = X(f)Y + fC x Y , 

Cx£yZ — CyCxZ = C[x,Y]Z . 
Pour une forme cu, l'application x t induit l'isomorphisme 

Ainsi, la derivee de Lie d'une forme u> par rapport a X est definie par 

{C x u)j{x) = Jim l - [((x t )^)j(x) - ujj(x)} . 
Ce qui donne en composantes 

(£ x cu)j = X l di<jjj + uJidjX 1 . 
De facon generale pour un tenseur q fois contravariant et p fois covariant, on a 

(£sT)'-'> h ... h = X i d i T il - i « ji ... jp - T"-- r ..JhX- V ',,., /; ^.V'" 

-'"'''V-iA*'" T "'" 1 "n- Jv 



4 De fagon generale, pour une application I de V dans W on definit une fonction /*/ de V a partir 
d'une fonction / de W par I*f(x) = f(I(x)). Considerant un champ de vecteurs Y de V, on defnit alors 
un champ de vecteurs I*Y sur W par I*Y(f) = Y(I*f) pour toute fonction / de W. 
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La derivee de Lie permet de definir de fagon independante du systeme de coordonnees 
des proprieties d'invariance. On peut toujours trouver un systeme adapte de coordonnees 
tel que la coordonnee x n coincide avec le flot associe a X, c'est-a-dire dans lequel X 1 = 8 l n . 
On a alors 

x n t =x n + t + 0(t 2 ) et x\ = x i (i = l,...,ra- 1). 

Si pour un tenseur T on a C X T = alors les composantes T n \...j v dans ces coordonnees 
adaptees sont independantes de x n . C'est l'invariance par translation. 

On appelle vecteur de Killing un champ de vecteurs X tel que la derivee de Lie de la 
metrique soit nulle 

C x g = 0. 

Le flot associe a X constitue un groupe d'isometries a un parametre. II indique une propriete 
de symetrie de la metrique. Quand il y a p vecteurs de Killing cela signifie qu'il y a un groupe 
d'isometries a p parametres qui opere sur V, les vecteurs de Killing formant une algebre 
de Lie pour le crochet. Les orbites sont les ensembles des points de V se transformant par 
Taction du groupe d'isometries. 

Le groupes des rotations dans l'espace euclidien est un groupe d'isometries. Les orbites 
sont les spheres. II en resulte que dans le cas de la sphere S 2 , il y a trois vecteurs de Killing 
dont les composantes en coordonnees spheriques (9, </?) sont 

£i (— siny?, — cosy? cot #) , £ 2 (cosy?, — sin y? cot 9) et £ 3 (0, 1) 

qui satisfont les relations de commutation : [£1,62] = — £35 [£2, £3] = — £1 et [£3,^1] = —£2 5 - 
On a un groupe d'isometries a trois parametres. 

4.5 Connexion lineaire, torsion et tenseur de courbure 

Une connexion lineaire sur une variete differentiable V est une application qui a deux 
champs de vecteurs X et Y fait correspondre un champ de vecteurs 

X , Y - D X Y 

telle que D X Y est lineaire en X et satisfait pour Y la condition 

D x (fY) = X(f)Y + fD x Y. 

On definit une propriete geometrique de la variete differentiable en postulant que l'ac- 
croissement dY d'un champ de vecteurs Y quand on passe de x a x + dx dans un systeme 
de coordonnees (x z ) est donne par 

dY = D di Ydx\ 

5 Les — i£ a coincident avec les generateurs J x ,J y , Jz de Palgebre de Lie du groupe des rotations. 
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Cela generalise le resultat en espace affine avec la connexion plate ; en effet en coordonnees 
curvilignes (x l ), la connexion V est definie par 

(V x YY = X j VjY\ 

Cependant pour une connexion lineaire quelconque, il n'existe pas un systeme de coordon- 
nees pour lequel on ait (dYY = diY^dx 1 dans un ouvert. Ainsi la connexion est une donnee 
de la geometrie d'une variete. 

Dans la base naturelle <9j, la connexion D s'exprime sous la forme 

d 9 A = r-A 

caracterisee par les symboles de connexion 6 . Dans la pratique, on se donne dans chaque 
carte d'un atlas des fonctions Tfj en s'assurant de la compatibility par le changement de 
carte qui a la forme 

./ dx 1 ' dx l dx j k dx 1 ' d ( dx p \ 
m ' n ' = ^dx^dx^ ij + dx^dx^ 7 [dxF ) ' 

On peut alors definir la derivee covariante de X, qui est un champ de tenseurs une fois 
covariants et une fois contravariants, par 

D t x k = d t x k + rtx j . 

La connexion permet de definir le transport par parallelisme d'un vecteur X le long 
d'une courbe x l {t) de V par la formule 

jX\t) + T%{x{t))x\t)Xi{t) = Q. 

Par abus de notation, on ecrit souvent x k DkX % = 0. On dit qu'une courbe x % {t) est auto- 
parallele s'il existe un parametrage x l (s) pour lequel le vecteur-derivee x % se transporte par 
parallelisme le long de la courbe x l (s). 

On peut introduire la derivee covariante d'une forme par 

Diujj = diUJj - TijUJk 

qui assure que 

di{X k u k ) = D^Uk + X k D l cu k . 
La derivee covariante s'etend aux tenseurs q fois contravariants et p fois covariants 

r-j rp1\'"1q p\ rp11"'1q i "pil rpl'l2"'1'q , , "p^q rp^l " '1q— 1 % 

Uml h-3p~~ ° m jl-jp^ L mi 1 jl-j P ~*~ <~ l mi l jr .. jp 

"pi rpll-'-lq _ _ -pjr rptl"-1q 

mji 1 332— jp '" mjq 1 jl-jp-lj' 

Elle fournit une derivation sur les tenseurs. 

Soit une connexion lineaire D, on peut lui associer deux champs de tenseurs. 



3 Dans une base constitute de n champs de vecteurs e„, nous obtenons le formalisme de Cartan en 
nissant les 1-formes w\ par la 
un systeme de coordonnees (x l ). 



definissant les 1-formes aA par la formule Dx^a = u)~a(X)eb qui s'expriment en composantes LUf a dx l dans 
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1. La torsion est definie par 

T(X,Y)=D x Y-DyX-[X,Y]. 

Nous verifions que T(fX,Y) = fD x Y - fD Y X - Y(f)X - [fX,Y] = fT(X,Y). 
Par suite, il s'agit d'un tenseur une fois contravariant et deux fois covariant. Dans la 
base naturelle <9j, la torsion a pour composantes 

rpk -pk -pfc 

1 ij ~ 1 ij 1 ji 

puisque [di,dj] = 0. Elle est antisymetrique en i et j. 

2. Le tenseur de courbure est defini par 

R(X, Y, Z) = D x DyZ - D Y D X Z - D [xy] Z. 

On peut montrer de meme qu'il s'agit d'un tenseur une fois contravariant et trois fois 
covariant. Dans la base naturelle <9j, le tenseur de courbure a les composantes 

pi f) yl f) W I "pmpZ -pm-pl 

11 kij ~ u i L jk u j L ik ' jk L im 1 ik L jm m 

II est manifestement antisymetrique en i et j. 



4.6 Connexion riemannienne et tenseur de Riemann 



Nous allons uniquement considerer la geometrie d'une variete differentiable definie par 
la donnee d'une metrique g et de sa connexion riemannienne 7 , notee desormais V. Celle-ci 
est une connexion lineaire sans torsion qui conserve le produit scalaire defini par la metrique 
g 8 , en for mule 

V x Y-V Y X-[X,Y]=0, 

Z(g(X, Y)) = g(V z X, Y) + g(X, V Z Y). 

Cela signifie que le produit scalaire de deux vecteurs se transportant par parallelisme le 
long d'une courbe reste constant. On avait les memes proprietes pour la connexion plate en 
espace affine metrique. Cependant, le transport par parallelisme d'un vecteur entre deux 
points par deux chemins differents ne conduit plus au meme vecteur final. 

Une courbe auto-parallele x l (s) s'appelle alors une geodesique, le vecteur-derivee x % 
satisfaisant x k Vki % = et le parametre s s'appellant le parametre affine. Le vecteur-derivee 
x l conserve une norme constante le long de la geodesique x l {s). 

7 Elle est aussi appelee connexion de Levi-Civita. 

8 L'appellation connexion metrique est reservee a celles qui conservent le produit scalaire tout en ayant 
une torsion. 
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Ces deux postulats permettent de determiner de fagon unique une connexion lineaire 
en fonction de la metrique. Les symboles de connexion sont alors appeles les symboles de 
Christoffel. Dans un systeme de coordonnees, les deux conditions s'ecrivent 

7*=0 soit Y k l3 -T% = ^ 

V k 9ij = soit d k gij - T^g mj - T^g im = 0. 
Elles conduisent a l'expression 

r ij = \g kl {di9ji + djgu - d l9lJ ) . 

C'est bien sur la meme expression en fonction des composantes de la metrique que dans le 
cas de l'espace affine metrique en coordonnees curvilignes. Comme en coordonnees curvi- 
lignes, on monte et on descend les indices des champs de tenseurs avec gij et g % i dans les 
expressions tensorielles qui contiennent des derivee covariantes 

ViXj = g jk V t X k et V.I^/Vjl, 

Le tenseur de courbure pour la connexion riemannienne est alors appele tenseur de Rie- 
mann. On parle d'espace courbe. Naturellement, le tenseur de Riemann est identiquement 
nul en espace affine metrique puisqu'il est nul calcule en coordonnees rectilignes et on dit 
que l'espace est plat. Mais la reciproque n'est pas vraie. Lorsque le tenseur de Riemann 
est nul on dit que l'espace est localement plat. Un exemple est le cylindre S 1 x ]R que Ton 
munit aisement d'une metrique euclidienne ds 2 = dz 2 + dip 2 avec < y? < 2tt mais dont la 
topologie est globalement differente de M 2 . 

Le tenseur de Riemann possede des proprietes specifiques. En plus de la propriete 
d'antisymetrie valable pour tout tenseur de courbure 

Rlkij Ftlkjit 

il possede d'autres symetries. On demontre tout d'abord que 

Rklij = Rlkij 6t Rklij = R'ijkl 

puis la premiere identite de Bianchi 

Rk Uj + R%i + Rk jii = 0- 

Le tenseur de Riemann possede done n 2 {n 2 — 1)/12 composantes independantes. Enfin, on 
peut demontrer la deuxieme identite de Bianchi 

V m R k H j + Vji?^ m + VjR k m i = 0. 

Le tenseur de Riemann permet de calculer la commutation des derivees covariantes 9 . 
En effet, par application des formules de derivation covariante, nous avons 

( Vi V,- - V, V t )X k = R k mtJ X m . 

9 Pour une fonction /, on a Vjdif = Vidjf. 
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Ceci s'etend bien entendu aux tenseurs 

(ViVj - V ; V ( ).V' : = R h mij X mi *- l « + ■■■ + /<%.Y' 

La contraction des indices du tenseur de Riemann fournit de nouveaux tenseurs. 

1. Le tenseur de Ricci R[ m = R k lkm qui est un tenseur symetrique possedant n(n + 1)/2 
composantes independantes. 

2. La courbure scalaire i? = R\ qui est une fonction. 

La deuxieme identite de Bianchi contractee sur k et m donne 

V m i^™j — Vj-Rji + VjRu = 
puis une deuxieme contraction sur I et j donne une identite pour le tenseur de Ricci 

ViR) - l -d,R = 0. 
Dans le cas d'une connexion riemannienne nous notons la formule 




qui conduit aux expressions utiles suivantes 




la derniere se simplifiant encore davantage si le tenseur T y est un tenseur antisymetrique 
car alors nous avons T J mn T mn = 0. 

Nous ajoutons egalement sans demonstration les identites 

V i ^- < ™ = et Vir) h ... in = 0, 

£x9ij = ViXj + VjXi. 
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Chapitre 5 

Theories metriques de la gravitation 



5.1 Origines 

La theorie de Newton de la gravitation presente des difficultes conceptuelles comme 
celle de Taction a distance. Une modification du champ gravitationnel est transmise ins- 
tantanement dans tout l'espace-temps galileen. Cependant, elle semblait remarquablement 
confirmee, en particulier dans le cadre de la mecanique celeste, a une exception notable 
pres puisque Le Verrier au milieu du 19 eme siecle avait trouve une avance systematique du 
perihelie de Mercure actuellement estimee a 43 secondes d'arc par siecle. En realite, c'est 
la difference entre deux grands nombres : l'avance observee et celle calculee dans le cadre 
newtonien de la theorie du systeme solaire 1 . 

De toute fagon a partir de 1905, l'espace-temps galileen devait etre rejete a la lumiere 
de la relativite restreinte car l'equation fondamentale de la dynamique et la loi d'attraction 
gravitationnelle sont invariantes sous une transformation de Galilee. II faut necessairement 
etablir une theorie relativiste de la gravitation. 

II semble facile de construire une theorie de la gravitation dans l'espace-temps minkows- 
kien qui soit invariante de forme sous une transformation de Poincare. On imagine tout de 
suite que l'equation du mouvement d'une masse ponctuelle de ligne d'univers x^(s), ou s 
est le temps propre, devrait ressembler a 



la source etant donnee par les autres masses de ligne d'univers x%(s). Nous notons que 
la condition algebrique sur la force est verifiee. L'application, que nous ne ferons pas, au 
probleme des deux corps conduit a un retard systematique du perihelie dans le cas de 
Mercure, contraire a l'observation. On a essaye bien d'autres choses qui ont toutes echoue. 

1 I1 existe actuellement une controverse analogue sur les sondes Pioneer 10/11 qui presentent aux confins 
du systeme solaire une acceleration anormale de 10~ 10 m . s~ 2 dirigee vers le Soleil. 



d 




55 



En realite, il faut reflechir a des elements fondamentaux qui nous sont suggeres par des 
faits experimentaux actuellement bien etablis. 

1. En relativite restreinte, la masse inerte d'un corps est la somme des masses des parti- 
cules qui le composent plus l'energie cinetique et l'energie interne d'interaction 2 . 
Pourtant la masse grave doit etre egale a la masse inerte en vertu du principe d'equi- 
valence faible. Cela montre que ce n'est pas une propriete specifique des masses des 
particules mais que toutes les formes d'energie doivent satisfaire ce principe. L'idee 
est qu'il faut trouver un principe de couplage universel de tous les champs physiques a 
la gravitation. Le champ de gravitation est done different des autres champs connus. 

2. S'il est possible d'ecrire les lois de la gravitation dans l'espace-temps minkowskien, 
comment garder le cone de lumiere minkowskien et la causalite associee alors que la 
gravitation influence la trajectoire des rayons lumineux? Quel interet physique alors 
de garder une distance minkowskienne inobservable ? 

3. Quelle est l'origine du decalage des frequences dans un champ de gravitation? C'est 
historiquement le point crucial dans la pensee d'Einstein. 

Nous reprenons ce dernier point sous la forme d'une experience de comparaison entre 
les temps donnes par deux horloges situees en x l Q et x l e dans un potentiel newtonien statique 
U. Puisqu'une frequence est l'inverse d'un temps, la formule du decalage des frequences 
suggere que les deux periodes de temps As Q et As e sont reliees par 



Nous soulignons que Ton suppose que les horloges ne sont pas affectees par le champ de 
gravitation et que c'est la comparaison entre ces deux horloges, a l'aide par exemple de 
tops, qui conduit a la formule suggeree. Ainsi, il semble que la periode As mesuree par 
l'horloge de chaque observateur en x l Q s'exprime par 



en fonction d'une periode Ax° independante de la position x % . Nous avons done le para- 
metre x° et les coordonnees x l . L'idee d'Einstein est que cette formule doit s'interpreter 
comme la manifestation d'une propriete geometrique de l'espace-temps. Naturellement il 
n'y a pas de preuve dans ce domaine si ce n'est eventuellement un manque d'imagination. 
On postule que As est la longueur de la courbe x l = const, pour un intervalle Ax° du 
parametre x°. Ainsi, il doit exister une metrique sur l'espace-temps qui donne la distance 
entre deux evenements infiniment voisins suivant la formule 



2 La masse inerte d'un noyau de fer est un pour cent de moins que la somme de ses constituants : protons 
et neutrons. 
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ou x° est une coordonnee temporelle, x° = ct, et les x % jouent le role de coordonnees 
galileennes. Par commodite de langage, nous appellerons cette metrique la metrique new- 
tonienne, en supposant que le potentiel newtonien U s'annule a l'infini spatial. 

Le cone de lumiere de cette metrique newtonienne semble conduire dans les coordonnees 
(x°,x l ) a la vitesse de la lumiere deja rencontree c/n mais cela est une idee erronee. Nous 
insistons sur le fait que la coordonnee x° n'est pas mesurable par une horloge, excepte a 
l'infini spatial ou le potentiel newtonien s'annule. On appelle t le temps-coordonnee. 

Dans le cas du referentiel geocentrique, on definit un temps-coordonnee t* par la formule 
t* = (1 — Uo/c 2 )t ou Uo est le potentiel constant du geoi'de. Alors, t* coincide avec le temps 
TAI (Temps Atomique International) qui est fourni en l'occurence par une horloge sur le 
geoi'de. On a ds 2 —(1 — 2U/c 2 + 2U /c 2 )dt\ AI en x % = const. 

Une fois admise l'idee d'une metrique pour l'espace-temps, on ne peut se limiter a la 
metrique newtonienne car il faut adopter un cadre geometrique general. En tout cas, il faut 
necessairement abandonner l'espace-temps minkowskien pour decrire la realite physique 
en presence d'un champ de gravitation. Seul le champ de gravitation uniforme U = g % x % 
est realisable en espace-temps minkowskien par le changement de coordonnees curvilignes 
correspondant a un referentiel uniformement accelere d'acceleration a 1 = —g l . 

5.2 Espace-temps einsteinien et principe de covariance 

Nous admettons que les effets de la gravitation sur les phenomenes physiques resultent 
uniquement de la structure geometrique de l'espace-temps. Nous ne faisons pas directement 
intervenir d'eventuels autres champs gravitationnels, comme un champ scalaire. Notons que 
nous sous-entendons toujours une description continue de la matiere. Cette origine explique 
le caractere universel de l'interaction gravitationnelle. II n'y a pas de matiere et de champs 
physiques, incluant la lumiere, qui puissent echapper au couplage avec la gravitation. 

En consequence, nous postulons que la geometrie de l'espace-temps einsteinien est une 

geometrie lorentzienne caracterisee par une metrique g de signature ( h ++) 3 et la 

connexion riemannienne V associee a la metrique g. II existe un atlas qui recouvre la 
variete differentiable a l'aide de systemes de coordonnees (x^) mais nous soulignons qu'il 
s'agit d'une description purement mathematique car les coordonnees n'ont aucune 
signification physique. Nous y plongerons un observateur avec ses appareils de mesure. 

L'espace-temps einsteinien decrit un veritable champ de gravitation si le tenseur de 
Riemann est non nul. Nous notons que les effets inertiels peuvent s'interpreter dans des 
coordonnees curvilignes de l'espace-temps minkowskien. C'est le cas du champ de gravita- 
tion uniforme obtenu en considerant l'observateur uniformement accelere que nous avons 
deja introduit. 

Pour qu'il n'y ait pas de systemes privilegies de coordonnees, il faut que les champs phy- 
siques soient des champs de tenseurs et que les lois physiques s'ecrivent de fagon tensorielle 

3 A quatre dimensions, il sufiit de verifier que le determinant de la metrique est negatif. 
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dans n'importe quels systemes de coordonnees, eventuellement limites a ceux de matrice 
jacobienne de determinant positif necessitant que l'espace-temps soit orientable. C'est le 
principe de covariance. Pour un champ de tenseurs T, nous aurons a titre d'exemple des 
equations covariantes 

V^T"" = et V^T" V = 0. 

Dans une premiere approche, nous considerons que la metrique g est donnee comme 
le serait un champ exterieur. Nous ne savons pas pour l'instant ce qui la determine. Les 
effets gravitationnels sur les phenomenes physiques sont determines par l'intermediaire de 
la metrique g sans tenir compte d'une eventuelle retroaction. Par exemple, on parle d'une 
particule massive d'epreuve quand son propre champ gravitationnel est negligeable. 

Nous allons nous restreindre a ce qu'on appelle les theories metriques de la gravitation 
dans lesquelles le mouvement d'une particule massive et la propagation de la lumiere sont 
decrits par des geodesiques de la metrique donnee. Naturellement, ceci devra resulter du 
choix du couplage de la matiere a la gravitation sur lequel nous reviendrons. 

1. Une particule massive d'epreuve a toujours une ligne d'univers du genre temps pour 
la metrique g. 

2. Une particule massive d'epreuve en chute libre suit une geodesique du genre temps de 
la metrique g. Nous choisissons le parametre affine s de la geodesique x p (s) de telle 
sorte que le vecteur-derivee dx p /ds soit de norme —1. II est defini a une constante 
additive pres. Ecrivons explicitement l'equation de la geodesique du genre temps 

d 2 x p dx p dx a dx p dx v ^ 

ds 2 pa ds ds ds ds ' 

la metrique g^ v et les symboles de Christoffel etant evalues sur la courbe. Nous 
appelons dx p /ds la quadri-vitesse u p de la particule. On note souvent l'equation de 
la geodesique u a V a u p = avec u^u^ — — 1. 

3. La lumiere suit une geodesique du genre lumiere de la metrique g. Si A est le pa- 
rametre affine, defini a une constante multiplicative pres et une constante additive 
pres, l'equation de la geodesique du genre lumiere est 

d 2 x p dx p dx a n dx p dx v n 

-d^ + T ^lx=° avec g ^ltxltx = ^ 

la metrique g^ v et les symboles de Christoffel etant evalues sur la courbe. Le vecteur 
de propagation k p de la lumiere est proportionnel a dx p /d\ par un facteur constant. 
On note souvent /c CT V CT A; M = avec k p k^ = 0. 

Ainsi, dans un espace-temps de metrique g, la trajectoire d'une particule massive chu- 
tant librement est independante de sa masse inerte et de sa constitution interne. La geo- 
metrisation de la gravitation incorpore automatiquement l'universalite de la chute libre. 
Dans le cas de la metrique newtonienne, la quadri-vitesse u p s'exprime en composantes 
(u°,u°v l /c) ou v l est la vitesse relative au temps-coordonnee x°/c. Pour une particule en 
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mouvement lent, nous avons u° ~ 1 et Tq —diU/c 2 . En ne conservant que les termes en 
1/c 2 , nous retrouvons l'equation newtonienne du mouvement 

S01t if- 8 < u *>°- 

En revanche, il n'est pas coherent de considerer le mouvement de particules relativistes 
ou la propagation de la lumiere dans la metrique newtonienne. Nous verrons plus tard la 
metrique qu'il faut utiliser. 

II n'est pas certain que toutes les geometries lorentziennes possibles determinent des 
espaces-temps einsteiniens physiquement acceptables. Nous souhaitons qu'ils satisfassent 
les proprietes globales suivantes. 

1. L'espace-temps est connexe mais de toute fagon nous n'aurions pas d'information sur 
les autres domaines. 

2. L'espace-temps est orientable car cela peut etre necessaire dans la description de 
certaines interactions dans la theorie des particules elementaires. 

3. L'espace-temps est temporellement orientable, c'est-a-dire que de fagon continue sur 
tout l'espace-temps on peut definir la notion de demi-cone futur ou passe issu d'un 
point. Ainsi la notion de courbe du genre temps et dirigee vers le futur est bien 
definie. 

4. II n'existe pas de courbes du genre temps qui soient fermees, ou repassant infiniment 
pres, qui permettraient ainsi de revenir dans le passe. C'est la condition chronolo- 
gique. 

5. Nous verrons d'autres conditions globales sur l'espace-temps. Citons l'existence glo- 
bale de quatre champs de vecteurs lineairement independants, par exemple une 
tetrade lorentzienne permettant de definir des champs de spineurs. 

5.3 Observateur en chute libre et principe d 'equivalence 
d'Einstein 

Comment se fait le couplage des lois physiques dans l'espace-temps einsteinien? Nous 
pourrions le postuler purement et simplement. Cependant pour mieux comprendre, nous 
preferons passer par l'intermediaire de l'observateur en chute libre bien qu'il ne faille pas 
oublier qu'une theorie physique est toujours postulee et justifiee a posteriori par ses conse- 
quences. 

Voyons comment un observateur est plonge dans l'espace-temps einsteinien. II est de 
fagon generale caracterise par sa ligne d'univers C, le temps t de son horloge et la donnee 
de son triedre (i — 1, 2, 3). Dans le cas d'un observateur en chute libre, sa ligne d'univers 
est une geodesique du genre temps si nous l'assimilons a une particule massive d'epreuve 
dans le cadre des theories metriques de la gravitation. Son equation est a; M (s), parametree 
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par le parametre affine s tel que la quadri-vitesse soit de norme — 1. Nous postulons les 
points suivants. 

1. Le temps t de l'horloge de l'observateur est donne par t = s/c et on appelle s le 
temps propre. Ainsi l'horloge ne serait pas affectee par le champ de gravitation. 

2. Pour un observateur sans rotation, nous choisissons un triedre de vecteurs orthonor- 
mes ej formant son espace 

(a) se transportant par parallelisme le long de la geodesique 



de? 
as 



pa 



u p e1 = 



soit u v V v e% = (£ = 1, 2, 3) 



(b) orthogonaux a u^. 

Ce dernier point est compatible dans le cas d'une connexion riemannienne puisque tous 
ces vecteurs se transportent par parallelisme le long de la ligne d'univers. Ceci va trouver 
sa justification apres coup mais ce sont les hypotheses faites pour un observateur inertiel 
dans l'espace-temps minkowskien. Les vecteurs et ef forment une tetrade lorentzienne 
en tout point de la ligne d'univers. 

Nous allons maintenant voir comment un evenement M de l'espace-temps einsteinien 
peut etre repere par l'observateur en chute libre sans rotation. II existe au moins localement 
une geodesique unique du genre espace qui joint M a un point de la ligne d'univers C 
de l'observateur de fagon orthogonale. Soit s la valeur du temps propre en O. Le vecteur 
tangent <r M en O de cette geodesique de norme 1 s'ecrit 



avec 



E 



nhi 1 = 1. 



L'evenement M peut ainsi etre repere, au moins dans un voisinage de C, par les coordonnees 




(y 1 y % ) dites de Fermi 



y = s et y l = an- 



ou a est la longueur de la geodesique entre O et M. La courbe y l 
C de l'observateur. Nous avons 



est la ligne d'univers 



d 



dyt 
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— u et — - 

c oy l 
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Les courbes-coordonnees y % sont tangentes aux e; qui constituent le triedre de l'observateur. 

Quelle est la forme de la metrique de l'espace-temps einsteinien dans ce nouveau sys- 
teme de coordonnees? Par construction, nous avons g a p \c— r] a p. En utilisant le caractere 
geodesique des courbes-coordonnees y\ nous obtenons = 0. Que soit une geodesique 
conduit a Tq \c— 0. Enfin, le transport par parallelisme des donne \c= 0. Finalement, 
nous obtenons \ c = 0. Par consequent, l'expression de la metrique dans le systeme de 
coordonnees de Fermi est 



II existe certainement des termes en \ y l | 2 puisque les derivees secondes de g^ u determinent 
le tenseur de Riemann dont la nullite ne depend pas du choix du systeme de coordonnees. 

Nous avons deja dit que le temps t de l'horloge de cet observateur est y°/c. Nous 
pouvons maintenant interpreter physiquement les coordonnees y % tout au moins dans un 
voisinage infinitesimal de la ligne d'univers y % = 0. L'interpretation se fait dans le voisinage 
| y l | -C t ou t est la longueur caracteristique donnee en ordre de grandeur par 



Les coordonnees y l sont considerees comme les coordonnees galileennes mesurees a l'aide 
d'une regie graduee dans l'espace au temps t de l'observateur defini par y° = const. Ceci 
est evidemment approche puisqu'il n'existe pas de mouvement rigide d'un corps solide 
qui pourrait servir de referentiel. L'extension spatiale des appareils de mesure, y compris 
l'horloge, devra etre beaucoup plus petite que £, a la limite infinitesimale. Les mesures sont 
alors considerees comme effectuees sur la ligne d'univers y % = 0. 

Pour etablir le couplage de toutes les lois physiques dans l'espace-temps einsteinien 
suivant l'idee du couplage universel, nous invoquons le principe d'equivalence d'Einstein. 
Dans un voisinage infinitesimal autour de y % = 0, toutes les lois de la physique, ecrites en 
coordonnees ont la meme forme que dans les coordonnees minkowskiennes de 
l'espace-temps minkowskien. Par exemple pour un champ scalaire $ sans masse, l'equation 
de Klein-Gordon s'ecrit dans le voisinage | y % \ <C £ sous la forme approchee 



Tout se passe comme si cet observateur etait un observateur localement inertiel dans un 
voisinage | y l \ <C t. Cela est vecu par les astronautes dans les satellites. Ainsi, la vitesse de 
la lumiere relative a cet observateur est c. 

Aucune experience locale ne pourra distinguer, en n'importe quel point de l'espace- 
temps einsteinien, deux observateurs en chute libre sans rotation. Ainsi, le principe d'equi- 
valence d'Einstein generalise le principe d'equivalence faible, qui s'appliquait a la physique 
newtonienne pour les observateurs en chute libre, aux lois physiques relativistes. 



ds 2 = -(dy ) 2 + (dy 1 ) 2 + (dy 2 ) 2 + (dy 3 ) 2 + 0{\y* | 2 ). 



f: 



1 
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II en resulte qu'en vertu du principe de covariance, nous pouvons induire du principe 
d'equivalence d'Einstein l'expression tensorielle des lois de la physique en espace-temps 
einsteinien 4 . 

1. Nous gardons le caractere tensoriel des champs de la theorie physique en espace-temps 
minkowskien sans les coupler a de nouveaux champs. 

2. Nous remplagant dans l'expression des lois physiques relativistes r\^ v par g^ u et <9 M 
par V M en gardant les memes valeurs numeriques pour les constantes physiques 5 . 

Dans le cas du champ scalaire sans masse $, nous pouvons poser l'equation covariante 
de Klein-Gordon 

^V n 9^ = 

qui redonne bien l'equation de Klein-Gordon usuelle dans toutes les coordonnees de Fermi 
avec | y l | <C £. Cependant ces principes ne conduisent pas a une seule possibility 
puisque nous pouvons egalement poser 

g aP V a d p <$> - £iM> = 

ou R est la courbure scalaire et £ une constante physique sans dimension. La raison en 
est que le tenseur de Riemann est neglige dans la formulation du principe d'equivalence 
d'Einstein comme nous avions auparavant neglige dijU dans celle du principe d'equivalence 
faible. C'est en fait un guide modeste pour etablir le couplage a la gravitation. 

5.4 Comparaison entre les temps des observateurs 



Pour un observateur quelconque, nous parametrisons sa ligne d'univers du genre temps 
x^(s) par un parametre s tel que le vecteur-derivee dx^/ds soit de norme — 1 et definisse 
ainsi la quadri-vitesse de l'observateur. En chaque point il peut co'incider instantanement 
avec un observateur en chute libre, c'est pourquoi nous faisons l'hypothese physique que le 
temps t de l'horloge de l'observateur est s/c. On appelle s le temps propre. 

Nous allons tout d'abord demontrer que le temps propre d'un observateur est localement 
extremum pour l'observateur en chute libre. Soit x^ij) une courbe du genre temps pour 
un parametre r quelconque. Nous avons l'expression du temps propre s 

dx^ dx v 

4 On pourrait aussi obtenir l'equation covariante de Dirac pour un champ de spineurs. 

5 Pour la constante de structure fine a, a — e 2 / ineohc, des contraintes observationnelles terrestres 
conduiraient & \ a/a\ < 10~ 16 an -1 . II faut tout de meme signaler que des mesures recentes en astrophysique 
suggereraient que la constante a ait ete tres legerement plus petite dans un passe lointain. 
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entre les points caracterises par Tj et Tf. Pour une courbe infiniment voisine x M (r) + 5x^{r) 
avec dx^iji) = 5x^{rf) = 0, nous obtenons 



Ss = 



. a dx»dx»\ dx» d 

2y d a9 ^x ——\ +9llv — - 5x 



dr 



dx^ dx u 
dr dr 



La nullite de 5s pour tout 5x u donne 



1 . dx^dx" d 1 dxP . 



dxf_dx^_ dr 

dr dr 



9 l~ dxf dx° dr dr dr \ / 

En adoptant le temps propre s a la place de r, l'equation precedente devient 



dx?\ 1 dx^dx v 



d_ 

ds 

qui est une autre fagon d'ecrire l'equation de la geodesique u a V ' a up = 6 . 

Quand nous considerons deux observateurs, la comparaison des lectures de leur horloge 
respective se fait essentiellement par deux methodes : soit le transport d'une horloge vers 
l'autre, soit l'utilisation de signaux electromagnetiques entre elles. Nous allons faire l'etude 
pour la metrique newtonienne. 

Pour la metrique newtonienne, nous notons l'expression du temps propre exprime a 
l'aide du temps-coordonnee t = x°/c 

Cette formule a ete verifiee a l'aide de transport d'horloges sur Terre 7 . 

Quand la comparaison entre deux horloges se fait a l'aide de tops definis par un signal 
se propageant sur une geodesique du genre lumiere, l'analyse est plus complexe. Nous 
considerons un emetteur de ligne d'univers C e qui emet un photon de fagon periodique de 
periode de temps propre As e . Deux photons emis successivement suivent des geodesiques 
du genre lumiere. lis sont detectes par un observateur de ligne d'univers C Q a un intervalle 
de temps propre As Q . En general As Q ^ As e , c'est l'effet Doppler general. 

Dans l'espace-temps einsteinien de metrique g, il suffit de determiner les geodesiques 
du genre lumiere pour en deduire la relation entre As Q et As e . Cependant sous l'hypothese 
que As Q et As e sont beaucoup plus petits que la variation typique de l'espace-temps au 
voisinage des lignes d'univers, nous pouvons obtenir une formule plus compacte. 

Pour faire ceci, nous introduisons une famille de courbes x^(X, v) telle que chaque 
courbe v = const, soit une geodesique du genre lumiere qui parte de C e pour aboutir a 



6 On a dup/ds — T T al3 u a u T = soit dup/ds — (d a gp T + dj}g Ta — d T g a p)u a u T /2 = qui se simplifie pour 
donner la formule. 

7 I1 faut en realite tenir compte de la rotation de la Terre (effet Sagnac). 



63 



C . Le parametre A est le parametre afiine de chaque geodesique du genre lumiere. Nous 
definissons 

= — — et V = — satisfaisant g^Wk" = et fc'V Jfe" = 0. 
<9A &/ ^ p 

Nous voyons que k p V p V p = V P V p k^ puisque les derivees secondes de ^(A, v) commutent. 
Nous pouvons maintenant calculer k p V ^V^k^) = k^V P V P = k^VV ' /3 fc M = 0. Par conse- 
quent, nous avons la formule generale 

v*K Ip.= |p» • 

Les quadri-vitesses u p et u p ont pour expression u£ = V p \c e du/ds et u p = V p \c a dvjds. 
A l'aide des accroissements infinitesimaux, nous obtenons u^k^dse = u^k^dso, c'est-a-dire 

As Q _ u p k p |e 
Z\s e Uok^ | 

Nous insistons sur le fait qu'il faut connaitre la propagation de dans l'espace-temps 
einsteinien pour pouvoir utiliser cette formule de l'effet Doppler general, valable dans n'im- 
porte quel systeme de coordonnees. 

Dans la metrique newtonienne, nous avons pour des vitesses non relativistes 

u l = w — et m u w H + — . 

c 2r r 

Jusqu'a l'ordre 1/c 2 , il est inutile de connaitre reellement le vecteur de propagation k^. 
Nous avons k m const, et k^ m const, avec k% — Yli=i ~ 0- Nous en deduisons qu'un 
observateur au repos a l'infini observe un effet Doppler general 

A S „«A Se (l + f»- + i| + |) 

ou v\ est la vitesse de l'emetteur, v e <C c, et n % la direction unitaire de visee en posant 
k % = k$n l ou k < 0. Si 9 est Tangle que fait la direction du mouvement de la source avec 
la direction d'observation on a v\n % = —v e cos 9. 

Les formules que nous venons d'etablir sur la comparaison des temps des horloges sont 
usuellement utilisees, en particulier dans le systeme de navigation GPS (Global Positioning 
System) pour avoir une precision suffisante. 
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5.5 Couplage de l'electromagnetisme a la gravitation 



En espace-temps minkowskien, le champ electromagnetique est decrit par un tenseur 
antisymetrique F^, c'est-a-dire une 2-forme F^ u . Dans les coordonnees minkowskiennes 
{x^) d'un observateur inertiel, les composantes F^ v representent le champ electrique E l et 
le champ magnetique B k pour cet observateur 8 . Les equations de Maxwell s'ecrivent 

dpF^=f et d T F pc + 8 p F aT + d a F Tp = avec 

ou j v est la densite de courant electromagnetique representant la densite de charge p et la 
densite de courant electrique J 1 9 . II est identiquement conserve d u j u = 0. 

Dans l'espace-temps einsteinien, en vertu du principe de covariance, nous gardons pour 
decrire le champ electromagnetique un tenseur antisymetrique F^ v . L'application du prin- 
cipe d'equivalence d'Einstein suggere les equations covariantes de Maxwell 

V^=f et V T F pa + V p F aT + V a F Tp = avec F pa = g Pil g cv F^ . 

On verifie que V ' u j v = 0. En fait, le deuxieme groupe des equations ne depend pas de la 
connexion 10 . Ainsi, les equations covariantes de Maxwell admettent une forme simplifiee 

d^(^F^) = ^f et d T F pa -\- d p F aT -\- d a F Tp — 0. 

avec la loi de conservation d u (^/—gj u ) = 0. En vertu du theoreme de Stokes, il existe une 
charge electrique totale Q = J 0= j°\^gd 3 x qui est constante pour une distribution 
de charge et de courant spatialement bornee. 

Au moins localement, on demontre qu'il existe des champs de vecteurs tels que 
Fpa = d p A a — d a A p 11 . Dans la jauge de Lorentz V M A M = 0, le potentiel electromagnetique 
A^ satisfait l'equation 

g p °V p V a A» + R»A v =f. 

Le terme en tenseur de Ricci est absolument necessaire si nous voulons la conservation de 
la densite de courant electromagnetique. Cela confirme Tambigui'te dans l'application du 
principe d'equivalence d'Einstein. 

La lumiere n'est rien d'autre qu'une onde electromagnetique se propageant a hautes 
frequences. Nous supposons que le potentiel electromagnetique A^ s'ecrit en notation com- 
plexe de la fagon suivante 

= (a% + -al H ) exp -iuQ/c 

ou Q(x u ) est la phase reelle avec en facteur le parametre uj et a^{x u ) + • • • l'amplitude 
complexe de l'onde lentement variable. Nous supposons que la longueur d'onde de l'onde 

8 F 0* = £l et p.. = C€ . jkB k_ 

9 .7° = p/ e o et f = c[IqJ % avec e Mo = 1/c 2 . 
10 I1 s'agit de la differentielle exterieure dF. 

n Nous pouvons aussi ecrire F = dA ou bien F piJ = V p A a - V ' a A p et F pa = V p A a - V a AP. 
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electromagnetique est beaucoup plus petite que la longueur caracteristique de variation de 
la metrique. Cela revient a faire u — > oo dans les equations de Maxwell. La condition de 
Lorentz donne a l'ordre uj 

<«9 M e = o 

et l'equation determinant donne a l'ordre uj 2 

g^d,Qd u Q = 0. 

Les hypersurfaces = const, definissent les hypersurfaces caracteristiques de la propa- 
gation. Le champ de vecteurs normal a ces hypersurfaces est 

c 

II est isotrope. Les hypersurfaces caracteristiques sont done du genre lumiere. Le vecteur k p 
est le vecteur de propagation de l'onde electromagnetique. II definit un hot dans l'espace- 
temps qui constitue les trajectoires de la lumiere. Demontrons que ces courbes sont des 
geodesiques du genre lumiere en calculant k p V p k p ; nous avons 

k p v p k^ = - (k%,& - r;^d a e) = k p v,k p = \v p {k%) = o. 

Ceci est coherent avec notre exigence initiale que la lumiere suit une geodesique du genre 
lumiere de la metrique de l'espace-temps einsteinien. 




Les cretes successives determinees par la famille des hypersurfaces 6 = const, sont 
separees de 2ttc/uj avec uj grand. Pour un observateur de ligne d'univers l'intervalle de 
temps propre As entre deux cretes est donne par d^Qu^As = 2txc/uj. Cela confirme la 
definition de la frequence pour cet observateur, v = 1 /As, comme proportionnelle a k^u^ 
et nous retrouvons immediatement la formule de l'effet Doppler general. 



5.6 Couplage d'un milieu materiel a la gravitation 
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Nous admettons que la caracterisation essentielle d'un milieu materiel dans l'espace- 
temps minkowskien est le tenseur energie-impulsion symetrique T^ u dont les composantes 
en coordonnees minkowskiennes (x^) ont la signification physique suivante : 




/ Densite 
d'energie 



(Flux \ 
d'energie) jc 



c(Densite 



Flux 



de quantite 
y de mouvement) 



de quantite 

de mouvement J 



Posant x° = ct, les lois de conservation de l'energie d t T 00 + cdfT^ = et de la quantite de 
mouvement, ou impulsion, d t T t0 + cdfT^ = s'ecrivent de fagon quadri-dimensionnelle 



On dit que le tenseur energie-impulsion est conserve. 

Usuellement, il existe un champ de vecteurs propres orientes dans le temps tel que 



ou p est la densite volumique de masse du milieu materiel et la quadri-vitesse represente 
la vitesse du flux d'energie, en utilisant l'equivalence masse-energie. En absence de flux de 
chaleur, la densite de masse p s'exprime sous la forme 



ou e est l'energie interne specifique, c'est-a-dire une densite d'energie par unite de masse, 
et r la densite de masse associee a la densite du nombre de particules, conduisant a un 
courant de matiere ru^ conserve. 

Nous pouvons alors decomposer T£ a l'aide du tenseur des pressions 9^ 



Nous supposons que le fluide est parfait. Le tenseur des pressions est isotrope dans toutes 
les directions orthogonales a et done 6% = p(5£ + u u u fJl ) ou p designe la pression isotrope. 
Ainsi, le tenseur energie-impulsion d'un fluide parfait s'ecrit 



Les equations du mouvement du fluide parfait resultent de la loi de conservation du 
tenseur energie-impulsion d^T^ = en se donnant une equation d'etat p(p)- 

Nous considerons maintenant un fluide parfait dans un espace-temps einsteinien. II faut, 
d'apres le principe de covariance, garder la forme tensorielle du tenseur energie-impulsion 
du fluide parfait = (pc 2 + p^u^Uy + p5% avec g^ iu u fl u u = —1 et, en vertu du principe 
d'equivalence d'Einstein, imposer la loi de conservation covariante 



Tj?u v = - 



pc 2 u^ avec rj^u^u 




avec d^ij-u^) = 



T$ = pc 2 u u u^ + 9» avec 0>" = 0. 



TZ = (pc 2 + P )u„u>*+ P 6Z. 



= 0. 
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et de meme V M (ru M ) = 0. On admet aussi que l'equation d'etat p(p) n'est pas affectee. 
Prenons la derivee covariante de Tjf 

(pc 2 + p)u p V p u u + (pc 2 + p)V p u p u u + u p d p (pc 2 + p)u v + d v p = 0. 

Contractant par u u , nous obtenons 

V v {pu v ) = ~^V u u u 
cr 

et en reportant nous deduisons les equations covariantes du mouvement 

[p + -|) u p V p u u = + u p u v )d p p. 

II faudrait maintenant demontrer que le centre de masse d'une boule de fluide parfait 
d'epreuve suit une geodesique du genre temps de l'espace-temps einsteinien. Ceci est delicat 
et nous ne donnerons pas la demonstration 12 . 

Une autre demonstration delicate serait d'obtenir l'equation du mouvement de l'axe 
de rotation d'un gyroscope spherique qui est caracterise par un vecteur S p oriente dans 
l'espace, c'est-a-dire S^u^ = ou ii 11 designe la quadri-vitesse du gyroscope. En chute 
libre, se transporte par parallelisme le long de la ligne d'univers du gyroscope, soit 
u u V u S fl = 0. Pour un gyroscope accelere, S p se transporte par Fermi- Walker le long de sa 
ligne d'univers, soit u v V v S^ = (u p a u — a >1 u u )S u ou a M = u v V ' v u p est la quadri-acceleration. 
Elle satisfait a^u^ = 0. L'avantage de ce transport est qu'il conserve le produit scalaire de 
deux vecteurs. II se reduit au transport par parallelisme pour une geodesique. 

Or justement, un observateur est dit sans rotation si le triedre orthonorme e,- D orthogonal 
a m m , se transporte par Fermi-Walker le long de la ligne d'univers. La quadri-acceleration 
peut done s'ecrire a p = a-ef. Nous notons a 1 = c 2 a- qui s'interprete comme l'acceleration 
de l'observateur. Un exemple est l'observateur au repos dans la metrique newtonienne de 
ligne d'univers x % = const. Ainsi, l'axe de rotation du gyroscope materialise un vecteur 
e; du referentiel de l'observateur sans rotation. Dans le cas de l'espace-temps einsteinien, 
l'axe de rotation n'indique done plus la direction d'une etoile lointaine fixe. Cela ouvre 
des perspectives de verification experimentale sur Terre et dans les satellites, justement en 
cours avec Gravity Probe B. 

Le couplage d'un milieu materiel a la gravitation satisfaisant V p T pu = est le point 
essentiel des theories metriques de la gravitation. 

5.7 Formalisme lagrangien dans le cas d'un champ clas- 
sique 



12 Si nous admettons la possibility de particule ponctuelle d'epreuve de masse \i caracterisee par le 

u^u v '—^S^ 4 \x, z(s))ds ou z fJ, (s) est la ligne d'univers, alors 

-oo v 9 

le caractere geodesique de u M se deduit immediatement de la conservation covariante V^T^ = 0. 
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Dans l'espace-temps minkowskien, les champs classiques (scalaire, electromagnetique. . .) 
ont des equations de champ qui derivent d'un lagrangien. Nous le notons de fagon generique 
L[4>m] contenant tpM et ses derivees d^ipu- Le lagrangien est un scalaire, c'est-a-dire d'une 
fonction. Dans l'espace-temps einsteinien, d'apres le principe d'equivalence d'Einstein, on 
remplace i]^ par et d^ipm par V^ip m dans l'expression du lagrangien, note L[ipM, g^u], 
qui reste done un scalaire. Cependant nous avons deja note Tambiguite due a des termes 
contenant le tenseur de Riemann qu'il serait possible d'ajouter. 

Le principe de couplage minimal stipule qu'on n'ajoute pas de termes contenant le 
tenseur de Riemann ou ses derivees dans l'expression du lagrangien. Par exemple, le champ 
electromagnetique est couple minimalement en prenant 

L[A li ,g lu ,] = -^F'"F lu , avec = d^A v - d v A^ 

dans le vide. En revanche, on prend souvent pour le champ scalaire $ de masse m le 
lagrangien 

ou R est la courbure scalaire. Ce couplage a la gravitation viole le principe de couplage 
minimal pour £ 7^ 0. Cela n'exclut pas qu'il soit interessant a considerer 13 . 

L'action associee au lagrangien L est l'integrale de la densite lagrangienne C = \J—gL 
dans un domaine Q de l'espace-temps einsteinien 



S M [ipM,9^} = - [ ^gL^M^g^d^x. 
c Jn 



Elle est independante du choix du systeme de coordonnees. La variation de Taction Sm 
par rapport a ipM donne les equations de champs 

sc 0. 



Pour la theorie du champ scalaire $, nous obtenons 



" --d, (V^gg^d^) - — -$ - £i?$ = 



qui correspond bien a l'equation covariante de Klein-Gordon. 

La variation de Taction Sm par rapport a g^ u , ou par rapport a g^, definit le tenseur 
energie-impulsion symetrique 

2 5£ m 2 5C 

T M = -=- — ou T„ 



-gSg^u " V^g$g> 

suivant que Ton fait apparaitre g^ v ou g^ v dans la densite lagrangienne, en faisant attention 
au signe puisque Sg^ = —g w g va Sg pa . Nous allons demontrer qu'il est conserve de fagon 
covariante quand les equations de champs sont satisfaites. 



13 



Pour £ = 1/6, la theorie sans masse est invariante conforme, modulo un changement de <&. 
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Quand nous avons etudie la derivee de Lie, nous avions introduit un groupe de trans- 
formations a un parametre x^{x v ) associe a tout champ de vecteurs X que Ton peut 
considerer comme un changement de coordonnees pour t fixe. Dans la limite ou t est petit, 
nous avons un changement infinitesimal de coordonnees rrf = + tX^(x u ) + 0(t 2 ) soit 
x^ = — tX^^Xf) + 0(t 2 ). Effectuons ce changement de systemes de coordonnees 

dX a dX@ 

Cependant la variation de la metrique est definie par 

$9 1* =9wt( x t) ~ g^u(xt)- 
Comme g^ v {x t ) = g^ v {x) + tX p d p g^ u + 0(t 2 ), nous constatons que 

Sg^u = -tC x g^u- 

Nous obtenons done une variation de la metrique pour le lagrangien sous la condition 
que X M s'annule au bord de Q. Pour ce type de variation, qui n'est qu'un simple changement 
de systeme de coordonnees, la variation totale de Taction est automatiquement nulle 



[ -j—dg^x + [ -^^5tl) M d 4 x = 
Jn og^u Jn oip M 



ou 5ipM resulte aussi de ce changement de coordonnees. Quand les equations de champs 
sont satisfaites nous en deduisons que 



/ 

Jn 



-gT^Sg^x = 



Or Sg^v = —tiV^Xy + Vj,X M ), e'est pourquoi par une integration par partie a l'aide du 
theoreme de Stokes avec X\qq = nous obtenons 



/ V=g-V^X„d 4 x = 0. 
Jn 



Puisque ceci est vrai pour tout champ de vecteurs X, nous en concluons que le tenseur 
energie-impulsion est conserve de fagon covariante V M T Miy = 0. 

L'espace-temps einsteinien etant donne, les champs classiques peuvent etre quantifies. 
II apparait les phenomenes de polarisation du vide et de creation de particules. Dans le 
cas du champ scalaire, la description quantique d'une seule particule par une onde n'est 
possible qu'a l'approximation quasi-classique ou $ oc expiS/h dans la limite h — > 0. La 
phase = S/h de l'onde est gouvernee par une equation eikonale analogue a celle de 
l'optique geometrique que nous avons etablie. Nous obtenons 



g^d^dA = 



m 2 c 2 



h 2 

A l'aide de ette formule, nous pourrions refaire la theorie de l'experience de l'interferometrie 
a neutrons dans la metrique newtonienne decrivant un champ de gravitation uniforme. 
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Chapitre 6 



Theorie d'Einstein de la gravitation ou 
relativite generale 

6.1 Equations d'Einstein de la gravitation 

La difficulty conceptuelle est d'admettre que l'espace-temps est une variete differen- 
tiable munie d'une metrique lorentzienne g, la gravitation etant une manifestation de la 
structure geometrique de l'espace-temps. Le couplage universel des lois physiques a la gra- 
vitation se fait avec la metrique de telle sorte que le tenseur energie-impulsion symetrique 
correspondant soit conserve de fagon covariante. Dans un systeme de coordonnees 
nous avons 

V M T^ = 0. 

C'est le cadre des theories metriques de la gravitation. Si nous supposons qu'il n'y a pas 
d'autres champs gravitationnels que la metrique alors les equations de la gravitation que 
doivent satisfaire les composantes g^ v de la metrique s'introduisent assez naturellement. 

En theorie de Newton de la gravitation, le potentiel de gravitation U est determine par 
la densite volumique de masse p suivant l'equation de Poisson 

AU = -4tvG P 

ou G est la constante de Newton de la gravitation. Les idees simples suivantes conduisent 
aux equations d'Einstein de la gravitation. 

1. Les equations de la gravitation devront etre tensorielles. On peut les ecrire dans 
n'importe quel systeme de coordonnees; c'est le principe de covariance deja invoque. 
Pour determiner les composantes g^ u de la metrique, il faut une source de meme 
nature tensorielle. Le tenseur energie-impulsion T^ v qui contient la densite de masse 
p semble tout indique. 

2. II est raisonnable d'exiger que les equations de champ gravitationnel soient des equa- 
tions aux derivees partielles du second ordre de fagon a generaliser les equations de 
Poisson de la theorie de Newton de la gravitation. 
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Puisque V = 0, il faut par consequent trouver un tenseur geometrique deux fois 
covariant, dependant uniquement de g^ u et de ses derivees jusqu'au second ordre, qui 
satisfasse cette loi de conservation. On demontre qu'en dimension quatre les deux seuls 
possibles sont 

G = R^u e t g^v 

Le tenseur G^ v s'appelle le tenseur d'Einstein. Ainsi, nous sommes amenes a poser les 
equations de la gravitation 

Gfii> ~\~ A.g^ u "^T^ v 

qui dependent a priori de deux constantes physiques x et A, x etant la constante de cou- 
plage gravitationnel de dimension L _1 T 2 M _1 et A la constante cosmologique de dimension 
L~ 2 . Ces equations relient la geometrie de l'espace-temps et la distribution energetique de 
la matiere. Elles sont non lineaires et elles determinent localement les composantes g^ u 
de la metrique dans un certain systeme de coordonnees Elles necessitent un choix 

de conditions aux limites. Des proprietes topologiques globales de l'espace-temps devront 
etre imposees en supplement tout en devant etre compatibles avec la metrique localement 
determinee. 

En dehors de la matiere, T^ u = 0, les solutions des equations de champ gravitationnel 
s'appellent les solutions du vide. Si nous souhaitons retrouver comme solution particu- 
liere du vide l'espace-temps minkowskien nous devons prendre A = 1 puisque le tenseur 
d'Einstein est nul pour la metrique minkowskienne r]^. Ce choix permet de demander que 
la metrique asymptotique d'une distribution materielle spatialement bornee, loin de toute 
autre matiere, soit la metrique minkowskienne. C'est pourquoi, hors du champ cosmolo- 
gique, nous adoptons les equations d'Einstein de la gravitation 

proposees en 1915. La valeur numerique de x sera fixee ulterieurement par comparaison avec 
les equations newtoniennes du mouvement dans leur domaine de validite. Nous anticipons 
sur la suite en prenant 

87rG 



II faut bien comprendre que T^ u n'est pas donne a priori independamment de la metrique 
g^v puisqu'il y a une loi de conservation V M T^ = qui depend de la metrique. Resoudre les 
equations d'Einstein de la gravitation signifie determiner simultanement g^ v et T^ v dont on 
ne postule que la forme d'un fluide parfait par exemple. Ainsi, dans le cas auto-gravitant, 
les equations du mouvement des corps seront une consequence des equations d'Einstein de 
la gravitation. 

Nous allons faire une digression sur les systemes d'unites. A partir des constantes phy- 
siques fondamentales c, G et h, on peut former une masse de Planck mp, une longueur de 

x Des contraintes observationnelles conduiraient a |A| < 10~ 52 m~ 2 . 
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Planck £ P et un temps de Planck tp 2 



[he „ [hG [hG 

mp= \iG ' £p= y^ et tp = y^- 

On considere souvent soit les unites geometriques pour lesquelles c = 1 et G = 1 soit les 
unites quantiques c = 1 et h = 1 et alors G = 1/mp. Enfin, on peut choisir les unites de 
Planck avec c = 1, G — 1 et h — 1. 

II est communement admis que la theorie d'Einstein de la gravitation n'est plus valable 
a des distances de l'ordre de £p, pour des temps de l'ordre de tp ou pour des energies 
d'interaction de l'ordre de Ep = mpc 2 3 puisqu'il faudrait pour decrire ces domaines une 
theorie quantique de la gravitation. 

6.2 Formalisme lagrangien du champ gravitationnel 

La source des equations d'Einstein de la gravitation est le tenseur energie-impulsion 
symetrique du milieu materiel. En general, il s'agit d'une description phenomenologique. 
Cependant, quand la matiere est constitute de champs classiques ipM les equations de 
champs et le tenseur energie-impulsion correspondant peuvent etre deduits du lagrangien 
L[ipM, 9fMu] etabli dans le cadre de la theorie metrique de la gravitation. 

L'action totale du champ gravitationnel et du champ ip M est la somme de Taction 
purement gravitationnelle S g [g^ v } et de Taction de la matiere couplee a la gravitation 
Sm[iI>m,9hv\, soit 

S[ipM,g^u] = S g [g^ u ] + S M [ipM,g^u]- 

L'action S g [g^ v \ doit etre Tintegrale d'une densite lagrangienne dans un domaine Vt de 
Tespace-temps einsteinien. Celle qui conduit aux equations d'Einstein de la gravitation a 
ete donnee par Hilbert en 1915 

S ° W = l^G i^Rd 4 x. 

La variation de Taction par rapport a g^ v est obtenue pour une variation 5g^ u qui s'annule 
sur le bord dfl de Q ainsi que ses derivees premieres. 

Nous effectuons la variation de Taction gravitationnelle S g [g^ u ] 

c 3 f 

SS g[9nA = ^£ JJ(V=gR)d 4 x. 
Pour evaluer 5(y/^g~R) nous avons besoin des variations suivantes : 

8V=9 = -IV^gg^g 1 " et 5R = g^5R^ + R,Jg^. 

2 m P ~2,2x 10" 8 kg, Ip ~ 1, 6 x 1CT 35 m et t P ~ 5, 4 x 1CT 44 s. 
3 £ P ~2x 10 9 J soit E P ~ 10 19 GeV. 
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Le calcul de SR^ necessite la determination de la variation des symboles de Christoffel. 
Nous trouvons le tenseur suivant 



Ensuite les tenseurs de Riemann et de Ricci s'expriment sous la forme 

5R^ U = V,5Tl p - V V ST% et SR„ = -V ,5Y% + VJT; p . 
En reportant dans l'expression de SS g [g^ v }, nous obtenons 



SS g [g^ u ] = 



16nG 



-g (-^Rg^ + R^ 5g^d 4 x- 



[ (<T v^, - g^vjr; p ) d* 

Jn 

Cependant les deux derniers termes de 5S g s'ecrivent 

/ V^V,{g^5T: p -g^5TZ p )d 4 x= [ d, [y/=g {g^ST^ - g^ST^)] <f 
Jn Jn 



x 



et par le theoreme de Stokes ces termes se transforment en integrate de surface sur le bord 
dVL. Or les 8Y a sont nuls au bord c'est pourquoi 



La variation par rapport a bg^ de Taction Sm(^m, g^u) des champs classiques donne 
le tenseur energie-impulsion symetrique T pv 



5 g S M [ifj M ,gnu} = -7T / V^gT pu 5g^ u d A x 
lc Jn 



qui verifie necessairement V M T Miy = 0. En conclusion, la variation de Taction totale par 
rapport a la metrique donne bien les equations d'Einstein de la gravitation. 

Puisque la densite lagrangienne ^f^gR contient des derivees secondes de la metrique on 
peut s'etonner qu'elle conduise a des equations de champ gravitationnel du second ordre. 
La raison en est que celle-ci peut s'ecrire sous la forme 



gR = 



fjfj 



Xft, 



ou la partie en divergence, qui contient les derivees secondes de la metrique, ne contribue 
pas a Taction gravitationnelle. La partie restante n'est pas un scalaire. 
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6.3 Caractere hyperbolique des equations d'Einstein 



Les equations d'Einstein du vide R pv = sont des equations aux derivees partielles 
pour g pu qui se presentent sous la forme 

-g al3 d a(3 g^ + g pa d v T° + g va d^° + F pv (g pr , d x g pT ) = avec T CT = g^T%. 

Dans ces equations, les derivees secondes de g^ v n'apparaissent pas comme exprimables 
en fonction de la metrique et de ses derivees premieres. Cela est normal puisqu'il y a un 
arbitraire du systeme de coordonnees. Nous allons done choisir une classe de systemes de 
coordonnees pour lesquels T°~ = 0, au moins localement. On dit que les coordonnees sont 
harmoniques puisque Ton verifie pour chaque fonction que 

<rv„v ff x" = -L<9, (V^gg^d^) = o. 
v^g 

Cela donne une caracterisation des coordonnees harmoniques : d p (\f—gg pu ) = 0. 

Maintenant le probleme de Cauchy se pose directement avec une equation aux derivees 
partielles hyperbolique pour chaque composante g pv 

-g^dapg^ + F P v{g pT , d x g pT ) = et d p (^/^gg pT ) = 0. 

Les donnees de Cauchy g pv et d$g pv sur une hypersurface £ du genre espace d'equation 
x° = doivent satisfaire les conditions d'harmonicite sur S. Cela fait quatre contraintes. On 
peut etablir un resultat de causalite relatif au cone de lumiere de l'espace-temps : la valeur 
de la metrique en P ne depend que des donnees de Cauchy contenues dans l'intersection 
de S avec le demi-cone passe issu du point P. 



A p 




Si Ton veut que le futur et le passe soit predit ou retropredit a partir des donnees de 
Cauchy alors il faut et il suffit que l'espace-temps einteinien soit une variete differentiable 
globalement hyperbolique, e'est-a-dire qu'il existe au moins un feuilletage d'hypersurfaces 
£t du genre espace tel que les lignes d'univers non du genre espace issues de tout point de 
l'espace-temps coupent E t . L'espace-temps a necessairement la topologie M, x S ou £ est 
une variete de dimension trois. 
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6.4 Approximation newtonienne de la theorie d'Einstein 

Le domaine de validite de la theorie de Newton de la gravitation est limite. 

1. La vitesse typique v l du milieu materiel est petite devant c, \v l \ /c <^ 1, puisque 
l'equation fondamentale de la dynamique n'est plus valable aux vitesses relativistes. 

2. Le champ de gravitation engendre par le milieu materiel est faible puisqu'en general 
l'energie potentielle est du meme ordre de grandeur que l'energie cinetique pour des 
mouvements bornes. Si U est le potentiel newtonien s'annulant a l'infini alors nous 
avons 




Nous considerons une distribution spatialement bornee de fluide parfait 4 de tenseur 
energie-impulsion T^ v = (pc 2 + ■p)u l>, u v + pg^ v '. Nous demandons que la metrique soit 
asymptotiquement minkowskienne a l'infini spatial. C'est pourquoi il existe une classe de 
systemes de coordonnees telle que 

9nu ~ Vfiv quand | x l | -> oo. 

Nous adoptons comme variables dynamiques du fluide parfait p, p et v l ou v l est defini 
par u % = u°v l /c, v l etant la vitesse relative au temps-coordonnee t = x°/c. Nous avons 
(u°) 2 (g 00 + 2g 0i v i /c + g l3 v i v^/c 2 ) = -I. 

Nous souhaitons faire un developpement des composantes g^ v et T^ v dans ces coordon- 
nees en fonction du parametre sans dimension e d'ordre de grandeur 



II est coherent avec la suite de supposer g 0i au moins 0{e 1 ^ 2 ) et ainsi nous avons u° = 
1 + 0(e). Par consequent, nous obtenons 

T 00 = pc 2 (1 + 0(e)) , T° l = pc 2 ^ (1 + 0(e)) et T ij = P v l v j +pS ij + O(e). 

En reportant cette source dans le second membre des equations d'Einstein, nous voyons 
que les composantes de la metrique admettent le developpement 

#oo = -1 + 0(e) , g 0l = 0(e 3 / 2 ) et 9ij = 5 tJ + 0(e) 

dans un systeme de coordonnees qui est fixe a des corrections pres d'ordre e. 

Les equations du mouvement pour les variables dynamiques p, p et v 1 a l'ordre e s'ob- 
tiennent a l'aide de l'equation V M T Miy = 0. Pour v — i, nous avons 

d T 0i + djT jl + r» T T Ti + T i flT T fMT = soit d T 0i + d 3 T ]i + T'^T m = 0(e). 
4 Nous ne pouvons pas prendre directement des particules ponctuelles. 
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Compte term des ordres de grandeur en e, il suffit de connaitre r oo a l'ordre e. Aussi, nous 
posons 

#oo = -l + 2f/ (1)00 + O(e 2 ) 
et done r oo = — Qj£/(i)oo + 0(e 2 ). Nous obtenons ainsi 

^ (d t (pv l ) + d k {pv k v l ) + d iP ) - pdiUwoo = 0(e 2 ). 

D'autre part, l'equation V^T^ = pour v — conduit a d t p + di(pv l ) = 0(e). 
La composante i? o du tenseur de Ricci a le developpement suivant : 

#oo = + 0(e 2 ) soit R 00 = -AU (1)00 + O{e 2 ). 

et par les equations d'Einstein de la gravitation 5 , nous obtenons 

X<^ 2 

AC/ ( i)oo = — 

Par cette equation nous pouvons identifier £/m o avec U/c 2 et ceci conduit a la relation 
X = 8nG/c 4 que nous avions deja donnee par anticipation. En outre, nous retrouvons bien 
les equations newtoniennes du mouvement. 

En conclusion, nous retrouvons la theorie de Newton pour un fluide a l'aide de la me- 
trique newtonienne, que nous avions deja introduite, dans laquelle les coordonnees (x l ) 
jouent le role de coordonnees galileennes. Nous pouvons ensuite passer aux equations du 
mouvement du centre de masse de corps. Nous notons que le principe d'equivalence faible 
est automatiquement incorpore. En fait, toute theorie metrique de la gravitation doit re- 
donner cette approximation. 

6.5 Metrique exterieure post-newtonienne d'un corps 
massif 



En principe, la methode d'approximation precedente permettrait de determiner les 
termes en e plus eleves que ceux de la metrique newtonienne. Les equations du mouvement 
pour p, p et v 1 a l'ordre e 2 , dites post-newtoniennes ou 1 PN, s'obtiendraient a l'aide de 
la conservation covariante a cet ordre du tenseur energie-impulsion. Cela est complique et 
nous allons seulement considerer la metrique post-newtonienne decrivant un corps massif 
statique et a symetrie spherique. 

Soit un corps massif de rayon R et de masse m. La metrique newtonienne decrivant 
l'espace-temps exterieur de ce corps est 

rfs 2 2 _^L\ ( dx y + (^1)2 + (^2)2 + (rfx 3 )2 



5 Nous avons R^ v = x [T^v — ou T est la trace de 
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ou (r,9,if) sont les coordonnees spheriques associees a {x l ). Le domaine de validite est 

2GM 1 
r > R avec — - — <C 1 
c 2 R 

pour que la metrique decrive un champ gravitationnel faible. 

Considerons en general une metrique statique et a symetrie spherique. On peut montrer 
qu'il existe un systeme de coordonnees tel que la metrique ait la forme isotropique 
ds 2 = g 00 {r){dx ) 2 + g^r^dx 1 ) 2 + (dx 2 ) 2 + {dx 3 ) 2 ] avec r 2 = (x 1 ) 2 + (x 2 ) 2 + {x 3 ) 2 . Nous 
developpons maintenant les composantes goo et g rr en fonction de e au-dela de l'ordre 
newtonien. Raisonnablement, nous devons avoir pour la metrique post-newtonienne 

ou (3 et 7 sont deux parametres sans dimension. Le parametre 7 est en facteur d'un terme 
lineaire en G tandis que le parametre (3 caracterise un terme quadratique en G. 

Dans le cas de la theorie d'Einstein de la gravitation, la metrique post-newtonienne 
doit satisfaire les equations du vide a l'ordre suivant i?oo = 0(e 3 ), = et Rij = 0(e 2 ) 
qui determinent les parametres (3 et 7, (3 — 1 et 7 = 1. 

II est important de noter que dans une autre theorie metrique de la gravitation que 
celle d'Einstein, il n'y a pas de raison pour que les parametres (3 et 7 valent un, c'est-a-dire 
pour que le tenseur de Ricci soit nul dans le vide. Tester la relativite generale en champ 
gravitationnel faible, par exemple celui du Soleil, signifie evaluer (3 et 7 par des experiences. 
Nous allons evoquer dans la suite deux tests classiques auxquels il faudrait ajouter l'effet 
Shapiro plus recent, qui est la mesure du temps que met la lumiere pour faire un aller et 
retour dans le systeme solaire. On trouve par ces observations que (3 vaut 1 a 10~ 3 pres et 
que 7 vaut 1 presqu'a 10~ 5 pres. 



6.6 Avance du perihelie de Mercure 



Dans le systeme de deux corps Soleil-Mercure, la masse du Soleil etant beaucoup plus 
grande que celle de Mercure, nous pouvons considerer que Mercure est une particule massive 
d'epreuve dans le champ gravitationnel du Soleil. En negligeant la rotation et le moment 
quadrupolaire du Soleil, la metrique decrivant l'espace-temps exterieur est statique et a 
symetrie spherique. Mercure suit une geodesique du genre temps. Pour trouver des effets 
non newtoniens, nous prenons la metrique post-newtonienne. 

Soit x M (s) la geodesique du genre temps et dirigee vers le futur, de quadri-vitesse v) 1 de 
norme —1 avec u° > 0. Nous ecrivons l'equation de la geodesique sous la forme simplifiee 

^-u^ = ^d^g^u 01 ^ avec = g^v?. 

Ecrivons {dx 1 ) 2 + {dx 2 ) 2 + {dx 3 ) 2 = dr 2 + r 2 d9 2 + r 2 sin 2 Odtp 2 en coordonnees spheriques. 
Puisque la metrique post-newtonienne ne depend ni de x° et ni de ip, les composantes 
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covariantes u et u v sont des constantes du mouvement. D'autre part, la geodesique du 
genre temps reste dans un plan de symetrie que nous prenons etre 9 = n/2 et par consequent 
a" 0. 

L'interpretation de ces constantes d'integration se fait a l'aide du vecteur energie- 
impulsion de la particule p^ = /icu M ou p, est la masse de la particule. L'energie totale 
de la particule est — cp et ainsi l'energie du mouvement E de la particule est donnee par 
/ic 2 + E — —fic 2 u . Le moment cinetique par rapport a l'axe Oz de la particule est p v soit 
L = ficiip. Dans la suite du calcul nous prenons la masse unite /i — 1. 

Nous calculons u° et u v a partir des uq et et nous les reportons dans la condition 
g^ u u^u u = — 1 pour obtenir 

'—^ + g rr {u r f + - 2 — = -l. 

Posant « = 1/r et en utilisant la formule u r = u^dr/dif soit u r = (L/cg (ftp )(dr/d(p), nous 
obtenons 

fdM_\ 2 = c 2 g„(u) _ c 2 (l + E/c 2 ) 2 g rr (u) ^ 2 
\dip) L 2 L 2 g 00 (u) 

Dans le cas de la metrique post-newtonienne, nous ne gardons dans le developpement que 
les termes en 1/c 2 



f du\ 2 2E . 2Gm 2 . 1 



^1 2+ ^ U - U + c 2 



E 2 ACL + ^EGm n/n n n ,G 2 m 2 2 
T2 + -^—^ « + 2(2-/? + 2 7 )-^« 2 



En realite il aurait fallu le terme en 1/c 4 dans g rr mais finalement il se serait elimine dans 
l'equation determinant u(ip). 

La solution newtonienne est une ellipse de demi-grand axe a et d'excentricite e donnee 
par la solution 

wjv(^) — _ (1 + ecosv?) avec p = ail — e 2 ). 
p 

A l'appoximation newtonienne, les constantes E et L sont reliees a p et e, en particulier 
p = L 2 /Gm. 

Nous cherchons la solution approchee en 1/c 2 de l'equation determinant du/dip sous la 
forme 

u(<p) = — (1 + e'cos[(l + e)(p]) . 
' p 

II est toujours possible en ajustant les trois parametres p', e' et e de satisfaire un polynome 
du second degre en cos. Pour annuler le coefficient en cos 2 on doit avoir 

G 2 m 2 

Compte tenu de l'expression de L a l'approximation newtonienne, nous obtenons 

i~ x Gm 

e = - 2-/3 + 2 7 — . 

c 2 p 
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Ainsi Mercure revient a son rayon minimum non pas apres 2n mais apres 2tt/(1 + e) : 
c'est l'avance du perihelie Aip. Nous trouvons par revolution 

Dans le cas de la relativite generale (3 — 1 et 7 = 1. En divisant par la periode de 
revolution T de Mercure, on trouve une precession de 43 secondes d'arc par siecle. 6 . Cela 
est remarquablement en accord avec l'observation a condition qu'on ne se trompe pas en 
negligeant le moment quadrupolaire du Soleil. 



perihelie 




A<|> 



aphelie 



Nous insistons sur le fait que cette avance du perihelie est une quantite observable 
independante du choix du systeme de coordonnees adopte pour la determiner. Toutefois, 
seule l'expression en G est determinee par des quantites observables en theorie newtonienne. 
La trajectoire s'exprime de fagon differente suivant le systeme de coordonnees utilise. 



6.7 Deviation de la lumiere et mirage gravitationnel 

Quand on etudie un mouvement qui n'est plus comme precedemment lent, en parti- 
culier la lumiere, il faut renoncer a un developpement en 1/c de la metrique. Toutes les 
composantes de la metrique doivent etre connues au meme ordre, en fait en puissance de G. 
Fort heureusement a l'approximation lineaire en G, la metrique post-newtonienne donne 
la metrique desiree 

9iiv = Vvv + avec h m = — et = 

ou seul le parametre 7 intervient. La deviation des rayons lumineux par le Soleil releve de 
l'etude des geodesiques du genre lumiere de cette metrique linearisee. 

Soit x^(X) la geodesique du genre lumiere de vecteur-derivee pour un parametre 
affine A. L'equation de la geodesique s'ecrit sous la forme simplifiee 

-^k^ = ^d^k^. 

6 Pour la masse du Soleil on a Gm Q /c 2 ~ 1, 475 x 10 3 m 
et les parametes de Mercure sont a = 5, 546 x 10 10 m, e = 0, 205 6 et P — 0, 24 ans. 



80 



Nous considerons une perturbation de la trajectoire Xq(X) de l'espace-temps minkowskien 
dont le vecteur de propagation k^ a pour composantes (1, 1, 0, 0). Le vecteur de propagation 
est une perturbation sous la forme k^ = k 0fl + 8k^. La perturbation Sk^ satisfait done 



Deplacement apparent 


x 2 






A 








P 


Observateur 





Corps massif 


x 1 



l'equation suivante 



qui s'integre sous la forme 



8k,. 



—8k 



-f) h a^k 13 



I A=+oo 



d^h af3 (x (X))k^k^dX 



avec la condition que 8k^ est nul a A = — oo. La deviation A pour une trajectoire de 
parametre d'impact x 2 = p est egale a £/c 2 a A = oo. Explicitons dans notre cas 



i r+co 

A = - / [d 2 h 00 (x (X)) + d 2 h n (x (X))]dX. 



Puisque r = a/p 2 + A 2 , l'integrale devient 

A _ (l+ 7 )Gm 



+oo 



V 



( p 2 + A 2)3/2 

La deviation du rayon lumineux est obtenue par integration 

2(1 + 7 )Gm 



dX. 



A = 



c 2 p 



En relativite generale 7 = 1 et on trouve une deviation A ~ 1", 75 pour un parametre 
d'impact proche du rayon du Soleil. Cela a ete verifie par Eddington des 1919 lors d'une 
eclipse totale de Soleil. Nous remarquons que cette valeur est deux fois la deviation A^v 
suggeree dans le cadre de la theorie newtonienne. C'est le terme en 7 qui double en theorie 
metrique de la gravitation l'effet attendu par des considerations newtoniennes. 

Ce phenomene de deviation des rayons lumineux conduit a la possiblite de mirages 
gravitationnels, par exemple dans le cas d'un quasar par une galaxie. II y a formation de 
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deux images. Pour chaque trajectoire 1 et 2 de la lumiere, nous notons Ai et A 2 les angles 
de deviation. A cette approximation, la geometrie dans le plan des rayons lumineux donne 



Ai«G9i-/Jb)^p et A 2 ^((3 2 -(3 ) 1 -^. 

Vu l'expression de la deviation A pour 7 = 1, nous avons a resoudre l'equation suivante 
pour trouver j3 

AGm nJ + d 

Posant 

AGm I 

A 



c 2 d(i + dy 

nous obtenons les deux solutions 

A ~ \fo + + A et /3 2 «^A)- V(/5o/2) 2 + A . 

Ceci a bien ete observe en astrophysique a partir des annees soixante-dix. Si l'aligne- 
ment est parfait on obtient alors l'anneau d'Einstein. Une etude plus approfondie de la 
propagation de la lumiere montre que l'intensite des deux images est differente. 

Actuellement, cet effet de mirage gravitationnel ne sert plus a verifier la relativite 
generale mais il est utilise pour obtenir des informations en astrophysique. Ainsi recemment 
on a detecte des objets invisibles, puisqu'ils ne rayonnent pas, qui composeraient la matiere 
sombre du halo galactique et qu'on appelle des naines brunes. De meme, on peut evaluer 
la distribution materielle qui sert de deflecteur lors d'un mirage gravitationnel par l'etude 
des images multiples qui sont formees. 
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Chapitre 7 



Corps massif et trou de ver statiques et 
a symetrie spherique 

7.1 Metrique statique et a symetrie spherique 

Nous souhaitons determiner la metrique interieure et la metrique exterieure de l'espace- 
temps decrivant un corps massif spherique. II faut definir pour cela les notions de metrique 
stationnaire, de metrique statique et de metrique a symetrie spherique. 

On appelle espace-temps stationnaire un espace-temps dont la metrique g admet un 
vecteur de Killing £ oriente dans le temps, soit 

AflV = °- 

Le flot associe a £ definit une coordonnee x°. Cela signifie qu'il existe un systeme de 
coordonnees adaptees dans lequel les composantes du vecteur de Killing sont 

£ a = (1,0,0,0) soit £ = d . 

La condition de stationnarite devient d g a p = dans ces coordonnees. 

On dit qu'un espace-temps stationnaire est statique si le flot associe a £ est orthogo- 
nal aux hypersurfaces x° = const, c'est-a-dire si £ est colineaire au vecteur normal a ces 
hypersurfaces. Le systeme de coordonnees est alors choisi de telle sorte que la metrique 
s'ecrive 

ds 2 = g 00 (dx ) 2 + gijdx l dx^ 

ou goo et g%j ne dependent que de x k , avec g 00 < et g^ une metrique riemannienne. Les 
termes g^ sont nuls. Ainsi, il existe des coordonnees telles que la metrique soit invariante 
par x° -w —x°. 

Sur la sphere a deux dimensions, nous connaissons les trois vecteurs de Killing qui 
forment une algebre de Lie pour le crochet de vecteurs. C'est un groupe d'isometries a 
trois parametres qui opere sur la sphere. On appelle metrique a symetrie spherique une 



83 



metrique qui, dans un certain systeme de coordonnees (x°, x 1 , 9, ip), admet les trois vecteurs 
de Killing £ a (a = 1, 2, 3) de composantes 

£i (0, 0, — simp, — cos <p cot 9) , £ 2 (0, 0, cos ip, — sin ip cot 9) et £ 3 (0,0,0,1). 

lis satisfont les memes relations de commutation que les vecteurs de Killing de la sphere 
S 2 . Les composantes de la metrique satisfont C^ a g a /s = par hypothese. On demontre, ici 
nous verifions, que la forme generale de la metrique est 

ds 2 = -e u {dx ) 2 - 2e a dx°dx 1 + e\dx 1 ) 2 + e" (d6 2 + sin 2 9d^ 2 ) 

ou v, a, A et \i sont des fonctions arbitrages de x° et x 1 . Sur cette forme il est toujours 
loisible de faire un changement de systeme de coordonnees pour eliminer la composante 
goi par exemple. Ce genre d'analyse est locale et il est toujours plus difficile de voir si Ton 
recouvre bien tout l'espace-temps avec le nouveau systeme de coordonnees. 

Si nous exigeons a la fois la staticite et la symetrie spherique, alors il existe un systeme 
de coordonnees (x°, R, 9, ip), avec — oo < R < oo, dans lequel la metrique s'ecrit 

ds 2 = g 00 (R)(dx ) 2 + g RR (R)dR 2 + g ee (R) (d9 2 + sin 2 6d V 2 ) 

avec (?oo < 0, gRR > et ggg > 0. Nous remarquons que les surfaces a deux dimensions x° = 
const, et R = const, sont des spheres decrites en coordonnees (9,<p). La metrique induite 
sur celle-ci est 

dS 2 = g ee {R) {d0 2 + sin 2 9d(p 2 ) . 

L'aire de ces spheres est A-ng ee (R) parametree par R. 

Si nous voulons des spheres emboitees les unes dans les autres quand leur aire augmente, 
pour avoir une topologie raisonnable de l'espace-temps, alors nous devons demander que 
gee(R) soft une fonction croissante de R. Nous pouvons alors effectuer le changement de 
coordonnee radiale r(R) donne par 

r(R) = a/ 'gee(R) avec r > 

qui est bien defini puisque dr/dR > sous notre hypothese. Dans les coordonnees (x°, r, 9, tp), 
la metrique a alors l'expression suivante 

ds 2 = g 00 (r)(dx ) 2 + g rr (r)dr 2 + r 2 [d9 2 + sin 2 9d(p 2 ) avec g rr = gRR 

7.2 Corps massif a symetrie spherique 

Pour simplifier, nous supposons que la matiere constituant le corps massif est un fluide 
parfait de tenseur energie-impulsion T^ v = (pc 2 + p)u^u u + pg^ u avec une equation d'etat 
pip). La metrique statique et a symetrie spherique decrivant l'espace-temps engendre par 
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ce corps massif devra etre reguliere partout. Dans les coordonnees (x°, r, 9, if), cela impose 
que le centre de la boule est en r = pour que les coordonnees (r, 9, ip), avec r > 0, aient 
bien le sens de spheres r = const, emboitees. 

Ecrivons tout d'abord les equations d'Einstein pour la metrique interieure. La quadri- 
vitesse w M du fluide a necessairement la forme 

"" f-^, 0.0.0 

V V -9oo 



Par suite, les composantes des equations d'Einstein sont 

^0 ~ 9~ l ~9 ~T J ~ 9 Pi 

r r 9rr r dr g rr cr 

1 1 Id 8nG 

G r — — H — 5 1 "Tfi'oo ~~ — 4~ P> 

H r l g„. rg rr g 00 dr c 4 

II sera inutile de connaitre explicitement les composantes G e e et G"£. 
Definissant la fonction m(r) par 

1 

Qrr 



2Gm(r) ' 
1 2 

nous recrivons la premiere composante des equations d'Einstein sous la forme 

^ A 2 

—m = Airpr . 
dr 

La metrique sera reguliere en r = si m(0) = 0. Pour satisfaire la condition g rr > 0, la so- 
lution devra verifier r > 2Gm(r) / c 2 . De la deuxieme composante des equations d'Einstein, 
nous tirons la relation 

1 d (2Gm{r) 8nGpr\ 1 

goodr 900 \ c 2 r 2 c 4 / 2Gm{r)' 

c 2 r 

Nous pourrions utiliser les dernieres composantes des equations d'Einstein mais les com- 
posantes du tenseur d'Einstein ne sont pas independantes et nous preferons considerer une 
equation qui resulte directement de la loi de conservation covariante V = 0, soit 

Sachant que = g 00 d r g o/2, nous deduisons de cette loi pour v = r l'equation 

Id 1 / p\ d 
7 2 Tr P+ 2g^V + 7 2 ) ^ 00 = °- 
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En combinant avec la precedente, nous obtenons l'equation de l'equilibre hydrostatique 




d 



p \ Gm{r) + 4nGr 3 p/c 2 



( 2Gm{r)\ 



qui redonne l'equation newtonienne en negligeant les termes en 1/c 2 . 

Avec une equation d'etat p{p) nous obtenons deux equations differentielles couplees du 
premier ordre pour p(r) et m(r). Nous avons deja la condition m(0) = mais il en faut 
une autre pour obtenir une solution. Au-dela du rayon r du corps massif, nous avons une 
metrique du vide. II est clair que la pression doit etre continue a la traversee de r et done 
nous avons p(r ) = 0. La determination des p(r) et m(r) se fait en exigeant que la pression 
p(r) s'annule pour un certain rayon r qui sera alors le rayon du corps massif. 

Nous remarquons que g 00 n'est determine qu'a une constante multiplicative pres. Ceci 
est normal puisque la forme adoptee de la metrique ne fixe pas completement les coordon- 
nees car il reste la possiblilite de changer la coordonnee x° par un facteur multiplicatif. 

Nous verrons que Ton peut interpreter m(r ) comme la masse m du corps massif 



Cependant, si on se donne a priori la valeur de m pour une equation d'etat donnee, il 
n'existe pas toujours une solution avec un certain ro- II apparait ainsi la notion de masse 
limite au-dessus de laquelle il ne peut plus exister de solutions statiques. 

On sait que ce sont les reactions nucleaires qui maintiennent les etoiles en equilibre 
gravitationnel car on n'a pas un simple fluide. Elles produisent de l'energie sous forme de 
radiation a hautes temperatures. Le combustible nucleaire epuise, l'etoile s'effondre. Si, 
eventuellement apres ejection de matiere par explosion, la masse de l'etoile est inferieure 
a 2 ou 3 masses solaires, l'etoile devenue froide trouvera une nouvelle position d'equilibre 
comme naine blanche ou etoile a neutrons. En revanche si la masse depasse cette limite, il 
y aura effondrement gravitationnel sans que rien ne semble pouvoir l'arreter. 

Examinons un cas academique. Au lieu de prendre une equation d'etat, nous imposons 
que la densite volumique de masse du corps soit une constante po- Nous pouvons alors 
integrer notre systeme d'equations differentielles 



avec la condition p(r ) = 0. La pression au centre p(0) devient infinie quand r = 9Gm/4c 2 . 
Par consequent, si une solution avec p = po existe alors son rayon satisfera ro > 9Gm/4c 2 . 
Une autre fagon de le dire est que pour po donne il y a une masse m max au-dessus de 
laquelle il ne peut exister de solution, m max = Ac 3 /9Gy/3Givp . 




m(r) = — p r 3 , < r < r et alors m = — Po r oj 




2 y/l - 2Gm/c 2 r -y/l- 8nGp r 2 /3c 2 



y/l - 87iGp r 2 /3c 2 - 3y/l - 2Gm/c 2 ro 
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Revenons maintenant a la metrique exterieure pour r > r , son expression est un 
cas particulier de la metrique interieure avec m(r) = m. II faut satisfaire la condition 
2Gm/c 2 r < 1. Les composantes de la metrique exterieure s'ecrivent 

1 ^ 2 / 2Gm\ 

9rr = z-z — et g 00 = -C 1 — avec C = const. 

2Gm V c r / 

1 ~ — 

Pour une etoile a neutrons de l'ordre d'une masse solaire, on trouve un rayon r d'en- 
viron 10 km, soit 2Gm/c 2 ro 0,3. Ceci montre que le champ gravitationnel engendre ne 
peut pas etre decrit a l'approximation newtonienne dans laquelle Gm/c 2 r <C 1. 

Si p presente une discontinuity en r = r alors il faut s'assurer du raccordement de la 
metrique interieure et de la metrique exterieure sur 1' hyper surf ace r = tq. La metrique est 
continue par construction et par consequent les metriques induites sont les memes. Nous 
pouvons verifier que les courbures extrinseques de l'hypersurface r = tq coincident. La 
condition de continuity exigee de certaines composantes du tenseur energie-impulsion en 
r = r est satisfaite puisque la pression p s'annule en r = r . 

II faut remarquer que cette determination ne demande pas de conditions asymptotiques 
pour la metrique exterieure. En fait la solution est bien asymptotiquement minkowskienne 
quand r — > oo. L'arbitraire de la constante C permet de prendre x° comme etant la 
coordonnee minkowskienne a l'infini. Cela vient du theoreme d'unicite de Birkhoff qui 
demontre qu'une solution du vide a symetrie spherique est necessairement statique. 



7.3 Metrique statique de Schwarzschild 



La solution statique et a symetrie spherique des equations d'Einstein du vide est carac- 
terisee par un parametre m. Nous l'appelons la metrique statique de Schwarzschild. Elle 
s'ecrit 

ds 2 = -(l- ^) (dx ) 2 + dr 2 + r 2 (d6 2 + sin 2 6d<p 2 ), 

V c 2 r I 2Gm 

X ~ — 

c z r 

dans les coordonnees (x°, r, 9, ip) definies pour r > 2Gm/c 2 . Elle a ete trouvee des 1916 
dans un autre systeme de coordonnees. Cette metrique de Schwarzschild decrit l'espace- 
temps exterieur de tout corps massif a symetrie spherique. Vraisemblablement, le domaine 
de validite est m~^> mp avec la condition r lp. 

En etudiant les trajectoires des geodesiques du genre temps et de celles du genre lumiere 
dans la metrique statique de Schwarzschild, nous retrouverions en premiere approximation 
les tests classiques de l'avance du perihelie de Mercure et de la deviation des rayons lumi- 
neux par le Soleil. Cependant l'analyse complete des geodesiques montre que les trajectoires 
peuvent etre tres complexes et done fort eloignees des trajectoires newtoniennes. II existe 
ainsi une trajectoire circulaire de la lumiere en r = 3Gm/c 2 mais qui est instable. 
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Pour comparer avec la metrique post-newtonienne, nous effectuons le changement de 
coordonnee radiale f(r) 




r r 




qui met la metrique statique de Schwarzschild sous la forme isotropique 



ds 2 = 



( Gm\ 

1 ~ 2^f 
Gm 

V + 2c^J 



( dx 0f + ( 1 + 4 (df 2 + f 2^2 + f 2 gin 2 ed 2^ 

2c 2 r I 



definie pour r > Gm/2c 2 . Le developpement en Gm/c 2 r conduit a la metrique post- 
newtonienne avec (3 = 1 et 7 = 1. Cela justifie d'interpreter le parametre m comme la 
masse totale du corps massif. Nous en profitons pour encore rappeler que les coordonnees 
r our n'ont pas de signification physique. 

Nous allons maintenant examiner le decalage des frequences en champ gravitationnel 
fort. II faut tout d'abord definir un observateur statique dans la metrique statique de 
Schwarzschild. C'est un observateur dont la quadri-vitesse est colineaire au vecteur de 
Killing oriente dans le temps £. Elle a done pour composantes 



u° = I 1 ^- I et u l = 0. 

fit"* 



2Gm \ 



-1/2 



) 



Sa ligne d'univers est r = r avec r > 2Gm/c 2 , 9 = 9 et (p = (p . II est sans rotation pour 
le triedre de composantes non nulles 

2Gm\ 1/2 a 1 ,„ 1 



1 „ 1 , e 2 — et — . . 
/ - r - r sm9 

La quadri-acceleration a M = u u V v u >1 a pour composantes dans ce triedre 



! Gm / 2Gm\ 
a 1 = — 7 1 — , = et a± = 



-1/2 

c 2 Tq \ c 2 r J 

donnant l'acceleration a % = c 2 a L qui correspond a l'acceleration de la pesanteur. Nous 
constatons que l'acceleration a 1 tend vers l'infini quand r — > 2Gm/c 2 . II faut done des 
forces non gravitationnelles de plus en plus grandes pour maintenir fixe l'observateur sta- 
tique. 

Considerons le decalage vers le rouge des raies spectrales d'un atome en r e de quadri- 
vitesse et un observateur statique en r Q de quadri-vitesse v%. D'apres la formule de l'effet 
Doppler general, nous avons 

Vo _ <^ \o 
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ou k^ est le vecteur de propagation de la lumiere. II satisfait l'equation des geodesiques du 
genre lumiere pour un parametre afiine A que nous ecrivons sous la forme simplifiee 



Puisque la metrique ne depend pas de x° nous avons k = const., qui n'est rien d'autre que 
k^ ou £ designe le vecteur de Killing oriente dans le temps 1 . La formule se simplifie et 
nous avons en champ gravitationnel fort, statique et a symetrie spherique, la formule 



v, 



u 







— = — SOlt — 



( 2Gm\ 
' 1 =— * 



1/2 



crr P 



2Gm 



c 2 r r 



7 



Cette formule generalise celle du decalage des frequences dans le champ gravitationnel 
faible, decrit par la metrique newtonienne, que nous avions precedemment etablie. 

Nous remarquons que lorsque la position de l'atome r e approche 2Gm/c 2 le decalage 
vers le rouge devient infini. Ceci est une propriete intrinseque de l'hypersurface r = 2Gm/c 2 
de la metrique statique de Schwarzschild. 



7.4 Trou de ver statique et a symetrie spherique 

Si nous renongons a l'hypothese des spheres emboitees, alors nous pouvons trouver un 
autre type de solution statique et a symetrie spherique des equations d'Einstein, appelee 
trou de ver 2 . La metrique en coordonnees (x°, R, 9, (p) peut toujours s'ecrire sous la forme 

ds 2 = g 00 (l)(dx ) 2 + dl 2 + r 2 (l)(d6 2 + sin 2 6d V 2 ) 

dans un nouveau systeme de coordonnees (x°, I, 9, if) avec — oo < I < oo. La metrique 
precedente du corps massif peut etre mise sous cette forme avec / variant de zero a l'infini 
grace au changement de coordonnee radiale 

l(r) = I V9rr(r')dr'. 
Jo 

En revanche nous obtenons un nouveau type de solution en supposant que la fonction r(l) 
atteint un minimum r m , r m > 0, pour une valeur de I que Ton peut choisir nulle ; l'exemple 
le plus simple est ds 2 = -(dx ) 2 + dl 2 + {r 2 m + l 2 )(d6 2 + sin 2 6dip 2 ). 

Nous considerons pour simplifier les solutions telles que <7oo(0 = goo(— et r(l) = r(—l) 
et qui sont asymptotiquement minkowskiennes pour I — > ±oo. 

effet, nous avons fc^V ' P {k^) = p k^ + fc"/c^V p ^ = p k^ + \kPk^L^g m = 0. 

2 wormhole en anglais. 
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+oo 





C_3 


f 

r=r 


ou 1=0 






m 









-oo 



Nous pouvons faire l'etude avec la coordonnee r mais alors seule une moitie de l'espace- 
temps est recouvert. En particulier, nous avons 

En combinant les deux equations d'Einstein pour la metrique interieure, nous obtenons 

A ( = 8ttG _ Tr , 
r dr \goog r r) c 4 

Puisque dr/dl = en r = r m nous avons que g rr — > oo quand r — > r m . Ainsi la fonction 
l/^oofiVr est negative et s'annule en r = r m sous l'hypothese que (700 est fini en r = r m . 
C'est pourquoi pour un certain f nous avons 



1 1 d ( 1 "\ 
sir 6 r m ,r alors — < 0. 

dr \googrrJ 



II resulte alors de l'equation precedente que T ° — T£ > pour r e [r m ,f]. 

Dans un espace-temps decrivant un trou de ver il n'y a pas de difficulte pour passer 
d'une region asymptotiquement minkowskienne a une autre. Cependant le prix a payer est 
l'introduction d'une matiere exotique n'ayant pas une densite d'energie positive pour tout 
observateur, c'est-a-dire telle qu'on n'ait pas 

T iiV u ii u v > Vm^ tel que w% = -1. 

On le verifie sur notre resultat a l'aide d'un peu d'algebre. Cette propriete de la matiere, 
appelee la condition d'energie faible, exclut done les trous de ver. 
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Chapitre 8 

Effondrement gravitationnel et trou noir 
a symetrie spherique 



8.1 Observateur en chute libre dans la metrique de Schwarz- 
schild 



Nous rappelons l'expression de la metrique statique de Schwarzschild qui est la solution 
des equations d'Einstein du vide a symetrie spherique 



-(l-^) (dx ) 2 + , 1 x dr 2 + r 2 (d6 2 + sin 2 6 V 2 ) 
V r / / to \ 




ds 2 



dans le systeme de coordonnees (x°,r,6,ip) avec r>rset0<9<n, < y? < 2n. La 
constante r s est appelee le rayon de Schwarzschild et elle est reliee a la masse m du corps 
massif qui engendre le champ gravitationnel par r s = 2Gm/c 2 quand bien sur la metrique 
de Schwarzschild peut etre raccordee a une metrique interieure. 

Nous considerons un observateur en chute libre radiale venant de l'infini sans vitesse 
initiale. Sa trajectoire est une geodesique du genre temps que nous parametrons a l'aide 
du temps propre r de la fagon suivante 

x°(r) , r(r) , = | et ^ = 

conduisant a la quadri- vitesse w M de composantes 

M ° = ^ , u r = % , u e = et vr = 0. 
dr dr 

Puisque la metrique ne depend pas de x°, la composante u est constante. Pour une par- 
ticule sans vitesse initiale a l'infini, nous avons u = —1 et par suite u° = —g 00 , soit 
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u° = — l/poo- Nous avons done l'equation 



dx° 
dr 



r t 



II est inutile de vouloir poser les composantes de l'equation geodesique. Sachant que 



— 1, nous en deduisons immediatement l'equation 

2 



rs 
r(r) 



Avec la condition qu'a r — > — oo on ait r — > oo, nous trouvons aisement la solution 
generale de cette equation qui depend d'une constante d'integration r 



r(r) 



9 



1/3 



- tW3 



(to - r) 



avec la restriction r(r) > r s dans la metrique statique de Schwarzschild. La constante t 
n'a pas de signification physique puisque le temps propre est defini a une constante additive 
pres. Ensuite, nous obtenons par integration l'expression de x°(t) 



x°(r) = r-3a(r -r) 1 / 3 -^a 3 / 2 ln 



(r -r)V3 + v ^ 



avec a 



rs 



{\rsYI* 



Que constatons-nous ? L'observateur atteint le rayon rs en un temps propre fini ts, 
defini par a = (r — t 5 ) 2 / 3 . Naturellement, quand r — > rg, le temps-coordonnee x°(r) 
tend vers l'infini mais e'est le temps r de l'horloge de l'observateur qui est physiquement 
observable. 

Nous considerons maintenant que l'observateur en chute libre est sans rotation. Le 
triedre ef de l'observateur a les composantes 



el 



1 - 



rs 



(V) 172 ' 1 ' '' 



\ 



/ 



e 2 



0,0,-0 
r 



et 



0,0,0, 



1 



r sin 9 



Nous formons une tetrade lorentzienne avec w M et les ef le long de la ligne d'univers. Les 
composantes tetradiques du tenseur de Riemann R^p^^e^e^e^ sont toutes en r s /r 3 , par 
exemple -Roioi = —rs/r 3 . Ainsi cet observateur, arrivant en r = rs en un temps fini de 
son horloge, ne ressent rien de particulier puisque les composantes tetradiques du tenseur 
de Riemann sont regulieres. II peut toujours decrire l'espace-temps dans son voisinage 
immediat grace aux coordonnees de Fermi. Par consequent, il semble qu'il puisse continuer 
son voyage apres etre arrive en r = r S - 
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Cet argument nous donne a penser que les irregularites des composantes de la metrique 
en r = r s sont dues au choix du systeme de coordonnees (x°,r,9,ip). Celui-ci ne decrit 
qu'un ouvert de l'espace-temps attendu. L'espace-temps doit pouvoir etre prolonge au-dela 
de r = rs- Historiquement, cette idee a eu du mal a emerger car il fallait avoir compris la 
notion de variete differentiate qui ne privilegie aucun systeme de coordonnees. 

A partir des expressions obtenues pour les geodesiques radiales, nous definissons les 
coordonnees (r, x, 9, (p) par 



a 



x\r, X )=r-3a( X -r)^- 3 -a^ln 



(X-T) 



1/3 



(x _ r) l/3 + v ^j 

definies pour \ ~ r > fl3 ^ 2 correspondant & r > r s . Ce changement de coordonnees permet 
d'ecrire la metrique statique de Schwarzschild sous la forme due a Lemaitre en 1933 

ds 2 = -dr 2 + {x * T)2 „ dx 2 + ) 2 (X - r) 4/3 (^ 2 + sin 2 9d^). 

Nous constatons que les composantes de la metrique ne sont plus singulieres en \ ~ T — 
c?l 2 . Par consequent, cette metrique ainsi obtenue est encore une solution du vide pour 
X — r < a 3 / 2 . A quelle source gravitationnelle peut-elle correspondre ? 

8.2 Effondrement gravitationnel d'une boule de fluide a 
pression nulle 



Puisqu'il ne peut exister de solution interieure statique raccordable a la metrique de 
Schwarzschild pour r < rs, nous considerons une boule de fluide en effondrement gravita- 
tionnel. Nous prenons une boule de fluide a pression nulle possedant la symetrie spherique. 
On suppose le fluide homogene. Elle va s'effondrer suivant un scenario etudie des 1939 
par Oppenheimer et Snyder. La metrique exterieure est necessairement la metrique de 
Schwarzschild. Le mouvement de chaque point de la surface de la boule est une geodesique 
radiale de la metrique de Schwarzschild. Nous nous limitons au cas ou la vitesse a l'infini 
est nulle. Dans les coordonnees (r, x, 9,<p), son histoire est decrite par une hypersurface 
d'equation x — Xo- Cependant par le choix d'une constante additive pour r, nous pouvons 
pour simplifier prendre xo — r s/ a - Nous decrivons l'espace-temps complet a l'aide d'une 
metrique exterieure et d'une metrique interieure. 

1. La metrique exterieure pour x > Xo, deja introduite, s'ecrit 

d S 2 = _ dr 2 + r S 2+ 2 ( ) 4/3 ( ^2 +sin 2^ 2) ayec /9 V /3 

Xo{X-r) 2 / 3 V 4 / 

Le tenseur de Riemann de cette metrique a une singularity en r = x- Nous limitons 
done la variation des coordonnees par r < x- 
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2. La metrique interieure pour < x < Xo s'ecrit 

ds 2 = -dr 2 + (xo - r) 4 / 3 [d X 2 + X 2 (d9 2 + sin 2 6d V 2 )] . 

Cette derniere decrit un fluide sans pression de densite de masse p donnee par 

8nG _ 4 
c 2 P 3(xo - t) 2 

et de composantes de la quadri-vitesse = 5q . Le tenseur de Riemann de la metrique est 
singulier en r = xo- Nous limitons done la variation des coordonnees par r < xo- Nous 
remarquons que r = Xo es t en un point pour la metrique induite sur les hypersurfaces r = 
const, puisque l'aire des spheres x — Xo 5 ^XoiXo — r ) 4 ^ 3 5 devient nulle pour cette valeur. 

Les composantes de la metrique sont continues en x — Xo mais ne sont pas differen- 
tiables. Cependant, on peut verifier que les courbures extrinseques coincident en x = Xo- 



x 




Nous avons done trouve une solution des equations d'Einstein et nous allons examiner 
les proprietes globales de l'espace-temps correspondant. La metrique exterieure est la me- 
trique de Schwarzschild prolongee en-dessous de % — r = (rs/xo) 3 ^ 2 jusqu'en x — r = 0. 
Evidemment dans cette partie de l'espace-temps exterieure la metrique n'est plus statique. 
Les lignes d'univers x — const., x > Xo, son t des geodesiques de temps propre r. Elles 
atteignent la singularity de l'espace-temps exterieure en un temps propre fini. 
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Examinons maintenant les geodesiques radiales du genre lumiere parametrees par A. 
Elles satisfont l'equation 

d\) + Xo(x-r) 2 / 3 \dXj = °- 
Nous nous interessons a la trajectoire r(x) qui est obtenue par l'equation 

dr ± (rsV /2 1 
Les signes ± correspondent respectivement aux rayons lumineux sortants et entrants. II y 





\ 


singularite // 

// \ ! horizon 

// " ^ 

// x N / vers l'infini 
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y- 

% o x 



a une solution particuliere pour l'equation avec le signe + qui est 

3/2 



X 



L'analyse des solutions montre que les rayons sortants avec x~ T > ( r s/Xo) 3 ^ 2 son t tels que 
dr/dx < 1 et ils atteignent l'infini. Dans le cas contraire, les rayons tombent en revanche 
vers la singularite puisque dr/dx > 1- Les rayons entrants quant a eux arrivent toujours 
jusqu'a la singularite. II en sera de meme pour les trajectoires non radiales de la lumiere. 

Cela nous conduit a etudier les hypersurfaces x ~ T — const. Le vecteur normal n M a 
pour composantes (—1, 1, 0, 0) ; sa norme est 

n% = -l + ^(x-r) 2 / 3 . 
r,s 

Cette expression nous permet d'insister sur le fait que l'hypersurface x — r = est du genre 
espace et que l'espace-temps s'arrete la puisque le tenseur de Riemann devient singulier. 
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Nous voyons que l'hypersurface x ~ r — ( r s/Xo) 3 ^ 2 es t du genre lumiere. Le vecteur 
n M est dans cette hypersurface et il est alors le vecteur de propagation de la lumiere pour 
la solution particuliere. Cette hypersurface, qui separe une region de l'espace-temps qui 
n'est pas visible pour un observateur a l'infini, est appelee un horizon des evenements ou 
simplement un horizon. Dans l'espace-temps statique de Schwarzschild elle correspond a 
r = r s , lui donnant une interpretation nouvelle. Mais ceci ne peut etre vu que dans des 
coordonnees ou les composantes de la metrique sont regulieres a l'horizon. 

8.3 Trou noir de Schwarzschild 

Nous allons maintenant decrire la metrique exterieure encore dans un autre systeme de 
coordonnees. Conservant 9 et </?, nous definissons v et r en fonction de r et x P ar 

r = v — r + 2y/rFs — 2rs ln(\/r + y/rs), 

2r 3/2 

X = v - r + 2 x /rr s ~ - 2r s ]n(y/r + y/rs) + 

3y/ r S 

Nous verifions que r est la coordonnee radiale de Schwarzschild. II est bien defini pour 
r < x- II conduit apres un long calcul a l'expression suivante de la metrique 

ds 2 = - (l - ^) dv 2 + 2drdv + r 2 (d9 2 + sin 2 9dip 2 ) 

reguliere pour r > 1 , la singularity x ~ T — correspondant a r = 0. L'horizon est 
l'hypersurface du genre lumiere d'equation r = rs- Nous notons que les courbes v = const, 
sont des geodesiques radiales entrantes du genre lumiere. 

Dans l'ouvert de l'espace-temps exterieur defini par r > r s , nous savons deja qu'il s'agit 
de la metrique statique de Schwarzschild. II suffit de faire le changement de coordonnee 

x° = v — r — r s m(r — rs) pour r > rs, 

qui exprime simplement la coordonnee v en fonction de x° et r. 

Nous venons done de construire une solution complete des equations d'Einstein qui 
represente l'effondrement gravitationnel d'une boule de fluide a pression nulle. Cet espace- 
temps admet un horizon, un horizon futur, au-dela duquel un observateur a l'infini ne 
peut plus voir la surface du corps en effondrement. C'est une definition generale pour tout 
espace-temps et son existence est une propriete globale de celui-ci. C'est ce qu'on appelle 
un trou noir 2 . Cependant un observateur a la surface de ce corps pourra traverser l'horizon 
sans encombre et survivre jusqu'a la singularity du tenseur de Riemann. 

1 En depit du fait que la composante g vv s'annule en r = r$. 
2 black hole en anglais, mot introduit en 1968. 
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v-r 



r=r g horizon 




De fagon a comprendre, nous indiquons sans preuve l'expression de la luminosite I de 
l'effbndrement gravitationnel pour un observateur statique a l'infini 

/ 2x° \ 
I oc exp — — 



3y/3r s J 

Pour l'observateur a l'infini il y a bien un trou noir, en principe asymptotiquement dans 
son temps x°, mais en fait tres rapidement 3 . 



8.4 Extension maximale de Kruskal 



On dit qu'un espace-temps a une extension maximale si chaque geodesique est definie 
pour toutes les valeurs du parametre affine excepte si elle se termine sur une singularity 
du tenseur de Riemann. 

L'espace-temps statique de Schwarzschild doit etre etendu puisque les geodesiques du 
genre temps arrivent, comme nous venons de le voir, en un temps propre fini a l'horizon 
r = rs- En revanche, l'espace-temps decrivant une boule de poussiere en effondrement 
gravitationnel ne peut plus etre etendu puisque les geodesiques radiales aboutissent a une 
singularite du tenseur de Riemann. 

Nous allons montrer comment on peut etendre analytiquement un espace-temps, en 
l'occurrence celui de Schwarzschild. Nous introduisons le temps retarde u et le temps avance 
v de la metrique statique de Schwarzschild par 

u = x° — r — r s ln(r — rs) et v = x° + r + r s ln(r — rs)- 
3 Pour un trou noir d'une masse solaire rs/c ~ s. 
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Les courbes u = const, sont les geodesiques radiales sortantes du genre lumiere. Ces coor- 
doonnees permettent d'ecrire la metrique sous la forme 

ds 2 = -(l- T -^j dudv + r 2 (d6 2 + sin 2 9d V 2 ) 

dans laquelle r est defini par v — u = 2r + 2r 5 ln(r — r s ) tel que r > r s . Introduisons 
maintenant les coordonnees U et V par 

( u \ ( v \ 
U = — exp et V = exp 

dont le domaine de variation est U < et V > 0. La metrique devient 

ds 2 = exp ^ dC/dy + r 2 (rf^ 2 + sin 2 0tfy> 2 ) 

avec r fonction implicite de UV. 

Nous constatons que les composantes de la metrique sont regulieres en r = rs- Nous 
prolongeons done le domaine de variation de U et de V a U > et V < en gardant la 
meme forme fonctionnelle en U et V des composantes. Elle sera encore une solution des 
equations d'Einstein du vide. 

Nous avons obtenu l'extension maximale de Kruskal. Les trajectoires radiales des rayons 




lumineux sont les droites a 45° definies par U = const ou V = const. La singularite du 
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tenseur de Riemann est en r(UV) = qui est constitue de deux hyperbolo'ides du genre 
espace. Nous voyons que U = ou V = correspondent a r(UV) = r s . La topologie de 
l'espace-temps de Kruskal est M 2 x S 2 . 

Maintenant, les differents ouverts de l'extension maximale de Kruskal admettent les 
interpretations suivantes. 

1. L'ouvert V > dans lequel en posant 

v = exp fe) • 

nous obtenons la metrique 

ds 2 = -(l-^ dv 2 + 2dvdr + r 2 (d6 2 + sin 2 6d V 2 ) 

que nous avons deja rencontree. Nous rappelons que — oo<t><ooetr>0. La 
matiere et la lumiere ne peuvent penetrer qu'a travers l'hypersurface U = cor- 
respondant a r = r s . Cette hypersurface du genre lumiere est l'horizon futur. On 
parle de trou noir. C'est le cas de l'espace-temps exterieur de la boule de fluide en 
effondrement gravitationnel. 




2. L'ouvert U < dans lequel en posant 




nous obtenons la metrique 

ds 2 = - (l - du 2 - 2dudr + r 2 (d6 2 + sin 2 9d V 2 ). 

La matiere et la lumiere ne peuvent sortir que de l'hypersurface du genre lumiere 
V = 0. II y a un horizon passe. On parle de trou blanc. 
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singularite 



3. L'ouvert U < et V > qui coincide avec l'espace-temps statique de Schwarzschild 
par les formules que nous avons deja indiquees. Le vecteur de Killing d qui est oriente 
dans le temps dans cet ouvert, precedemment note £, devient isotrope sur les horizons 
futur et passe. II s'annule sur la sphere definie par U = et V = 0. 

4. L'ouvert U > et V < qui est encore l'espace-temps statique de Schwarzschild. 

Jusqu'a preuve du contraire cette extension maximale de Kruskal n'a pas de signification 
physique. Quand on parle de trou noir, on pense a la formation d'un horizon futur par 
effondrement gravitationnel. 

Au voisinage de la singularite du tenseur de Riemann, la theorie classique de la gravi- 
tation d'Einstein n'est certainement plus valable mais ceci ne devrait pas avoir d'influence 
sur l'existence de l'horizon. 

En ce qui concerne l'observation d'un trou noir, il n'y a que des candidats en astro- 
physique. On se contente souvent de dire qu'il aurait un objet de petite taille avec une 
masse superieure aux masses d'equilibre statique. II est difficile d'observer des phenomenes 
physiques specifiques de la presence d'un horizon. On peut penser pour en voir aux disques 
d'accretion qui devraient se former autour d'un trou noir. 

On envisage des trous noirs supermassifs de 10 6 a 10 10 masses solaires dans des noyaux 
de galaxies. On envisage egalement des trous noirs de 7 a 20 masses solaires formant un 
systeme binaire avec une etoile. L'opinion generale est qu'on en a deja observe. C'est le cas 
des sources X binaires dont un candidat celebre est depuis 1972 Cygnus X-l avec un objet 
compact d'environ 7 masses solaires. Beaucoup plus recemment, la decouverte d'une etoile 
en orbite proche du centre de notre galaxie a permis d'evaluer une masse de 2, 6 x 10 6 m Q 
au centre de notre galaxie. 

Leur importance en astrophysique peut etre considerable. lis peuvent avoir une tres 
grande masse par accretion de matiere. lis engendrent ainsi un champ gravitationnel fort 
et par suite ils peuvent provoquer de grands degagements d'energie dans leur voisinage. 
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Chapitre 9 



Generalities sur les trous noirs 



9.1 Diagramme de Carter-Penrose 



Le diagramme de Carter-Penrose a ete introduit pour clarifier ce qu'on entend par 
"infini" d'un espace-temps einsteinien. Nous remarquons tout d'abord que la structure 
causale pour la metrique g^ v : cone de lumiere, orientation dans le temps et direction vers 
le futur n'est pas affectee par l'introduction d'un facteur conforme pour la metrique 

ds 2 = fl 2 (x)ds 2 avec Q ^ 0, 

conduisant a une metrique g^ v qui bien sur n'est pas physique. Nous allons choisir Q de 
telle sorte que l'infini devienne une frontiere reguliere pour la metrique conforme. 

Tout d'abord, examinons l'espace-temps minkowskien. Avec le temps retarde u — x° — r 
et le temps avance v = x° + r, la metrique minkowskienne s'ecrit 

ds 2 = -dudv + -(v - u) 2 (d6 2 + sin 2 Odtp 2 ) 

puisque r = (v — u)/2. Effectuons le changement de coordonnees 

7T - TV TV ~ TV 

u = tan U et v = tan V avec < U < — et < V < — 

2 2 2 2 

ou V > U puisque r > 0. A l'aide de la formule tan V — tanC/ = sin(V — U)/ cos V cos U, 
la metrique prend la forme 

i ^- \-AdUdV + sin 2 (y - U) {dd 2 + sin 2 Qd^ 2 ) 

(2 cos ?7cos V) 2 L 



ds 2 



L'infini correspond bien a des coordonnees U et V finies et cela est suffisant pour dessiner 
le diagramme de Carter-Penrose. Cependant, cela est insuffisant pour une etude mathema- 
tique car les composantes de la metrique sont irregulieres en ces points. L'introduction du 
facteur Q = 2 cos U cos V conduit a une metrique conforme reguliere en ces points 

ds 2 = -AdUdV + sin 2 (V > - U) (d0 2 + sin 2 6d V 2 ) 
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que nous considerons comme celle de la variete differentiable MxS 3 1 dans laquelle l'espace- 
temps minkowskien est un ouvert. La frontiere definit alors l'infini de l'espace-temps min- 
kowskien. Nous avons tout d'abord les hypersurfaces J ± 2 : 

1. L'infini isotrope passe J~ 

U — \V \ ^ — ^ r ^ oo v fini, 

2 1 1 T 2 

2. L'infini isotrope futur J + 

~ ix ~ IX 
\U \ ^ — V = — <^ r^oo u fini. 
1 1 r 2 2 




Nous remarquons que les hypersurfaces J ± ont pour equation Q = dans la metrique 
conforme. Le vecteur normal d^fl verifie g^d^VtdyVL = 0. Ainsi J 1 ^ sont des hypersurfaces 
du genre lumiere. Dans le diagramme de Carter-Penrose, la lumiere se propage suivant des 
droites a 45° 3 . La partie J~ permet d'etudier le rayonnement entrant, caracterise par des 

1 Avec le changement de coordonnees ij = V + U et x = V — U, on a 
ds 2 = -drj 2 + dx 2 + sin 2 x(d0 2 + sin 2 9d(p 2 ) avec —n < rj < n et < \ < n - 
2 La lettre J denote script I et se prononce sen en anglais. 
3 Attention, un rayon entrant devient un rayon sortant en traversant r = 0. 
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fonctions de (v, 9, <p) et la partie J + le rayonnement sortant, caracterise par des fonctions 
de (u, 9, ip). 

Nous avons egalement : 

1. l'mfini spatial i 



U = -- V=-^r^oo x° fini, 
2 2 



2. l'mfini passe ou futur i± 



7Y 



71 



U = ±- V = ±- ^ x° — > ±oo r fini. 
2 2 

Passons maintenant a l'espace-temps statique de Schwarzschild. A l'aide du temps re- 
tarde u et du temps avance v deja introduits, la metrique s'ecrit 



ds' 



= -(l- T -^j dudv + r 2 {d9 2 + sin 2 9d^ 



avec r(u, v). Effectuons le changement de coordonnees u = tan U et v — tan V. La metrique 
s'ecrit 



ds 2 



1 



(2 cost/ cos V) s 



-4 (l - y ) dCW + 4r 2 cos 2 f/ cos 2 V(d9 2 + sin 2 fldy? 2 ) 



Nous adoptons le facteur conforme Vt = 2 cos U cos V et nous avons alors comme metrique 
conforme 



ds' = -4 ( 1 - — ) dUdV + 



r 2 sm 2 (V-U) 



■(d9 2 + sin 2 0efy> 2 ). 



r/ [r + r s ln(r — r^)] 2 ' 

Dans le diagramme de Carter-Penrose, les infinis i et J' ± se presentent exactement de la 




*0 



r = const. 



meme fagon que dans l'espace-temps minkowskien. L' hyper surf ace r = 0, ou le tenseur de 
Riemann est singulier, rencontre i + et i_ qui sont done des points singuliers dans ce cas. 
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Les rayonnements entrants en J~ et sortants en J + sont respectivement caracterises 
par des fonctions de (v,9,ip) et de (u,9,ip). Les coordonnees u et v prennent toutes les 
valeurs et nous devons ajouter l'horizon futur 7i + par U = n/2 et l'horizon passe par 
V = — 7r/2. Nous pouvons aussi obtenir le diagramme de Carter-Penrose de l'effondrement 
gravitationnel d'une boule de fluide. Par ailleurs, nous obtenons le diagramme de Carter- 
Penrose de l'espace-temps de Kruskal en prenant U = tan U et V = tan V. 




singularite 



La caracterisation asymptotique de l'espace-temps de Schwarzschild que nous venons 
d'exhiber est postulee etre celle d'un espace-temps einsteinien decrivant une distribution 
materielle spatialement bornee. Soit V l'espace-temps muni de la metrique g^ u . Sans ri- 
gueur mathematique, nous disons qu'un espace-temps est asymptotiquement minkowskien 
a l'infini isotrope s'il existe une variete difFerentiable V munie d'une metrique g^ v telle que 
V est un ouvert de V avec frontiere J avec les conditions suivantes 

1. II existe une fonction VL sur V telle que = £l 2 g^ v et Vl = sur J avec d^Vt ^ 
sur J. 

2. La metrique g^ u est une solution du vide dans le voisinage de J . 

3. Les geodesiques du genre lumiere aboutissant a J ont un parametre affine non borne. 

On demontre que J est constitue de deux hypersurfaces du genre lumiere de V, g^d^VtdyVt = 
sur J7", chacune ayant la topologie M x S 2 . Ce sont J + et J~ . 

En general, les geodesiques du genre lumiere finissent en J + ou commencent en J~ . Ce- 
pendant dans l'espace-temps decrivant l'effondrement gravitationnel d'une boule de fluide 
nous avons vu que certaines geodesiques du genre lumiere n'atteignent pas J + . 

9.2 Proprieties generates des trous noirs 
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On appelle horizon futur H + d'un espace-temps asymptotiquement minkowskien a l'in- 
fini isotrope l'hypersurface du genre lumiere qui est la frontiere du domaine d'ou aucune 
geodesique du genre lumiere n'aboutit a J + . C'est la frontiere du trou noir. Montrer qu'un 
espace-temps asymptotiquement minkowskien possede un horizon est difficile car c'est une 
propriety geometrique globale de celui-ci. 

Ni la lumiere, ni la matiere ne peuvent sortir a travers l'horizon futur. Les pheno- 
menes physiques a l'exterieur de l'horizon sont causalement deconnectes de l'interieur. Les 
conditions aux limites a l'horizon sont choisies pour assurer la regularity des phenomenes 
physiques a l'horizon. Localement, un observateur ne peut pas savoir qu'il y a un horizon. 

Dans le cas de l'espace-temps de Schwarzschild, nous remarquons que la singularity 
du tenseur de Riemann est situee a l'interieur de l'horizon. Cependant une singularity 
d'un espace-temps n'a aucune raison a priori d'etre a l'interieur d'un horizon mais une 
singularity nue serait bien osee du point de vue physique. Aussi on a conjecture ce qu'on 
appelle l'hypothese de censure cosmique : toute singularity sera a l'interieur d'un horizon. 

II existe quelques grands theoremes generaux sur les trous noirs. 

Tout d'abord definissons la surface d'un trou noir. Soit £ une hypersurface du genre 
espace. L'intersection de l'horizon futur 7i + avec £ est une 2-surface compacte A ou bien 
eventuellement est constituee de plusieurs 2-surfaces compactes. La metrique induite sur 
celles-ci par la metrique de l'espace-temps est riemannienne. Nous pouvons evaluer leur aire 
A relative a E. Pour le trou noir de Schwarzschild decrit dans les coordonnees (v,r,9,(p), 
nous pouvons par exemple prendre l'hypersurface du genre espace v — r — const, mais 
ceci n'a pas d'importance. Nous trouvons A = Anr 2 s . Ce sont les surfaces du trou noir 
qui permettent de representer revolution de l'horizon du trou noir comme l'histoire de ces 
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2-surfaces. 




Soit Si et E 2 deux hypersurfaces du genre espace avec E 2 dans le futur de Ei. En 
exigeant que la matiere presente dans l'espace-temps satisfasse la condition d'energie faible, 
et sous diverses hypotheses, on demontre que 

A 2 > Ai. 

On dit que l'aire d'un trou noir ne peut pas decroitre au cours du temps. II peut y avoir 
coalescence de deux trous noirs mais un trou noir ne peut pas bifurquer. 



2-surface 




surface 



En nous limitant au plus simple, considerons un trou noir du vide avec un vecteur de 
Killing £ asymptotiquement oriente dans le temps a l'infini spatial avec la normalisation 
— > —1. Ce trou noir est dit stationnaire avec un horizon futur 7i + . On demontre qu'il 
existe un vecteur de Killing k qui devient un vecteur normal isotrope de Ti + . On dit que 
7i + est un horizon de Killing. Dans ce cas stationnaire, il existe bien sur l'horizon H~ qui 
possede les memes proprietes. 
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Si le trou noir est statique alors on a 



avec £ toujours oriente dans le temps. Sous cette hypothese ceci prouve l'unicite du trou 
noir de Schwarzschild parametrise par un parametre m. Si le trou noir n'est pas statique 
alors il existe un vecteur de Killing ( oriente dans l'espace assurant que le trou noir est a 
symetrie axiale ; dans des coordonnees adaptees, on a ( = d v avec < (p < 2n. De plus, 
on montre que 

k = £ + n H ( 

ou Qh est une constante. Ce theoreme d'unicite montre que le trou noir stationnaire du 
vide est celui de Kerr que nous allons etudier dans la suite. II est remarquable qu'il ne 
depende que de deux parametres m et a. 

Puisque k est un vecteur de Killing, nous en deduisons immediatement 

fc^V ' pk^ = ——d p {k p kp) . 

Regardons cette relation sur l'horizon 7i + . Le vecteur isotrope k est dans 1' hyper surf ace 
7i + puisqu'il est proportionnel au vecteur normal isotrope n a H + . Dans 7i + nous pouvons 
calculer k p V p k^ \ n + mais est-il un vecteur de 7i + ? II faut remarquer que k p k p etant constant 
sur H + , nous avons t p dp{k p k p ) \u+— pour tout vecteur tangent a H + . Cela implique 
que dp{k p k p ) |^+ est proportionnel a n p . Par consequent, nous avons 

k v V u W = %k» sur H + 
c 2 

ou k s'appelle la gravite de l'horizon H + 4 . II est remarquable que la gravite de l'horizon 
k soit une constante sur TC + ; nous l'admettrons. 

Nous avons examine un cas bien particulier celui de l'effondrement gravitationnel exac- 
tement a symetrie spherique qui forme un trou noir de Schwarzschild comme etat final. 
Existe-t-il d'autres solutions avec un horizon des equations d'Einstein du vide ? Certai- 
nement beaucoup mais on peut se demander vers quel etat final evolue un effondrement 
gravitationnel non spherique avec rotation. II semble que l'etat final soit un trou noir 
stationnaire. D'apres les theoremes precedents, il s'agit du trou noir de Kerr uniquement 
caracterise par une masse et un moment cinetique. Ceci peut etre resume par un apho- 
risme de Wheeler : a black hole has no hair. Evidemment il faut demontrer la stabilite 
d'un tel effondrement car une petite perturbation ne doit pas s'amplifier et conduire a une 
fragmentation du corps. 

9.3 Trou noir stationnaire de Kerr 



Surface gravity ofH + en anglais. 



107 



II n'existe qu'un trou noir stationnaire du vide : celui de Kerr, decouvert en 1963 dans 
un autre contexte. Dans le systeme de coordonnees (t, r, 9, ip), la metrique a pour expression 

, 9 I \ 2mr\ j9 E , 9 ,_, ,„ 9 4amrsin 2 6 l , , .9^/9 9 2a 2 mrsin 2 6'\ , , 
ds = — f 1 — J dt 2 +—dr 2 +i:d9 2 dtdcp+sin 2 6 (r 2 + a 2 + J d^ 

ou 

A = r 2 - 2mr + a 2 et E = r 2 + a 2 cos 2 9 

qui est bien une metrique lorentzienne puisque son determinant — E 2 sin 2 9 est negatif 5 . Elle 
est caracterisee par les deux parametres m et a qui s'interpretent respectivement comme 
la masse et le moment cinetique par unite de masse a = J/m, dans les unites geometriques 
c = 1 et G = 1 6 . La metrique statique de Schwarzschild s'obtient en posant a = 0. Le 
tenseur de Riemann est nul pour m — 0. 

Considerons les hypersurfaces r = const. Elles ont pour vecteur normal n M de compo- 
santes (0, 1, 0, 0) dont la norme au carre est g rr . Vu l'expression de la metrique : g rr = A/E. 
Ainsi, ces hypersurfaces seront du genre lumiere a un zero de A. Les racines de A existent 
si et seulement si m 2 — a 2 > 0. Dans ce cas, nous trouvons les deux racines 



r± = m ± V m? — a 2 . 

Cependant, les composantes de la metrique de Kerr dans ce systeme de coordonnees ne 
sont pas regulieres en r = r±. 

Pour pouvoir dire que l'hypersurface r = r + est un horizon il faut demontrer que 
l'espace-temps est regulier au voisinage de cette hypersurface. Pour cela, nous effectuons 
le changement de coordonnees 

v = t+ J ~K(?y dr ' et x = v +a j Apy dr '' 

valable pour r > r + . Nous obtenons alors la metrique dans les coordonnees (v, r, 9, x) 

7 2 A — a 2 sin 2 9 , 2 Amar sin 2 9 .9/177 
ds = — dv + Zdvdr — dvd\ — 2a sin 9d\dr 

(r 2 + a 2 ) 2 - Aa 2 sin 2 6» 7n , 9 „ in0 
+- J — sin 2 9d x 2 + Zd9 2 . 

Nous constatons que les composantes de cette metrique sont regulieres en r = r + . Cette 
metrique ainsi obtenue est encore une solution du vide pour r < r + . Nous avons toujours 
grr _ a/E. L'hypersurface r = r + est un horizon futur 7i + dans la carte (v, r, 9, x). Ainsi, 
la metrique de Kerr, avec m >| a |, est un trou noir avec un horizon exterieur en r = r + . 

Revenons a la metrique de Kerr exprimee en coordonnees (v,r,0,x)- Elle est reguliere 
pour —00 < r < 00 excepte aux points r = et 9 = ir/2. Ces points forment un anneau 
ou le tenseur de Riemann devient infini. 



5 Attention qu'avec cette notation g tlp = — 2amr sin 2 9/T,. 
6 Nous justifierons ulterieurement cette interpretation. 
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Nous ne ferons pas une analyse aussi complete que dans le cas de la metrique de 
Schwarzschild car une solution decrivant l'efibndrement gravitationnel d'un corps fluide 
avec rotation n'est pas explicitement connue. En tout etat de cause, nous ne nous preocu- 
pons pas de savoir ce qui se passe apres la formation de l'horizon exterieur 7i + . D'autre 
part, l'extension maximale de type Kruskal de la metrique de Kerr est tres complexe. 

Examinons les vecteurs de Killing de la metrique de Kerr pour r > r + . Nous voyons 
que celle-ci possede deux vecteurs de Killing d t et <9 V que nous notons £ et (. Le vecteur 
( a pour norme au carre g w qui est toujours positive. II est done toujours oriente dans 
l'espace avec une orbite fermee. En revanche, le vecteur £ a pour norme au carre g u qui 
change de signe sur une hypersurface d'equation 

r{9) = m + \/m? — a 2 cos 2 6 

qu'on appelle l'ergosurface. Elle est du genre temps. Elle limite le domaine de stationnarite 
par rapport a l'infini. Ensuite jusqu'a l'horizon exterieur r = r + qui est une hypersurface 
du genre lumiere, il y a l'ergoregion. 

horizon exterieur r = r , 




ergosurface r=r( ) 



D'apres les generalites sur les trous noirs stationnaires, le vecteur de Killing k isotrope 
sur l'horizon 7i + ne peut etre qu'une combinaison de £ et (. Verifions que k a l'expression 
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suivante 

k = £ + Q H ( avec Q H = -= -. 

r+ + a 2 

Dans le systeme de coordonnees regulier a l'horizon (v,r,0,x), notons tout d'abord que 
t; = d v et ( = d x et ainsi que les composantes de k^ sont (1, 0, 0, f2#). En r = r + , les 
composantes k^ sont (0, fc r , 0, 0). II en resulte que la norme de k est nulle sur l'horizon 7i + . 
D'autre part, nous pouvons calculer la gravite de l'horizon exterieur 

Vm 2 — a 2 

K = -. 

2m(m + ym 2 — a 2 ) 

9.4 Processus d'extraction d'energie 

Le trou noir de Kerr permet des processus physiques inhabituels. Considerons une 
particule ponctuelle d'epreuve de masse fj, avec la condition /i < m. Sa quadri-vitesse 
est un vecteur oriente dans le temps et dirige vers le futur. Son vecteur energie-impulsion 
est alors p M = fiu^. L'energie, incluant l'energie de masse, relative a un observateur de 
quadri-vitesse dirigee vers le futur est definie par E[0] = —p a O a . Elle est positive. 
Pour un observateur stationaire a l'infini, elle est donnee par 

E = -p a C- 

Cette particule chute dans le trou noir de Kerr et E est une constante du mouvement. 
Supposons que dans l'ergoregion, cette particule se desintegre en deux particules : l'une 
tombe dans le trou noir avec une energie-impulsion et l'autre repart a l'infini avec une 
energie-impulsion p%. D'apres la conservation de l'energie-impulsion, nous avons 

E = -piaC - P2aC avec E x = -pi a C et E 2 = -p 2 aC- 

Or dans l'ergoregion nous avons vu que £ n'est plus oriente dans le temps, c'est pourquoi il 
se peut que dans certains cas on puisse choisir p\ a ^ a negatif. Cette particule entrant dans 
le trou noir a alors une quantite E\ negative et celle allant a l'infini a une quantite E 2 plus 
grande que E. Ainsi, en envoyant une particule d'energie E, nous pouvons eventuellement 
recuperer une particule avec une energie E 2 plus grande que E. En principe, on peut 
extraire de l'energie d'un trou noir suivant cette idee due a Penrose. 

Bien sur l'energie extraite a pour origine une perte de masse du trou noir. Pour la 
particule entrant dans l'horizon, nous avons toujours p\ a k a < puisque p" et k a sont tous 
les deux diriges vers le futur. Vu l'expression de k, nous en deduisons l'inegalite 

—Ei + Vt H Li < avec L\ = pi a ( a 

ou L\ est le moment cinetique de la particule par rapport a l'axe Oz. Par ce procede, on 
extrait aussi du moment cinetique du trou noir. Quand une particule entre dans l'horizon 
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H + , nous allons faire l'hypothese qu'il yaun accroissement 5m de la masse du trou noir 
et un accroissement 5 J du moment cinetique donnes par 5m = E 1 et 5 J — L\. Exprimant 
Qh en fonction de m et de J par J = ma, nous obtenons 

-5m H ^=^= < 0. 

2m(m 2 + ym^ — J 2 

Dans un processus d'extraction d'energie, ou non d'ailleurs, la variation de la masse m et 
du moment cinetique J du trou noir se fait de telle sorte que cette inegalite soit verifiee. 
On appelle masse irreductible m irr la quantite definie par 



777? 

irr 2 



i (m 2 + Vm 4 - J 2 ) 

et notre inegalite durant ce processus se traduit par 

5m irr > 0. 



Ce qui a ete vu dans ce cas tres particulier, nous allons maintenant considerer qu'il 
s'agit d'une loi generale lors de la transformation des parametres du trou noir de Kerr 
durant un processus physique : 5m irr > 0. Ainsi, l'energie totale que Ton peut extraire par 
un processus physique qui fait diminuer la masse m est m — mi„. Nous notons que dans 
le cas du trou noir de Schwarzschild m = m irr et qu'il n'y a pas d'extraction d'energie 
possible. 

La surface du trou noir de Kerr se definit naturellement. II suffit par exemple de prendre 
l'intersection avec les hypersurfaces du genre espace v — r — const, dans le systeme de 
coordonnees dans lequel les composantes de la metrique sont regulieres. La metrique rie- 
mannienne induite sur cette surface est 

dSi = (r 2 , + a 2 cos 2 6)d6 2 + f±±^— sin 2 6d V 2 . 

r+ + a 2 cos 2 

L'aire de la surface du trou noir est done 

A = / / ( r + + fl2 ) sin 9d9dl P = 47r ( r + + fl2 ) = 167rm 2 rr . 
Jo Jo 

Nous preferons pour exprimer les resultats precedents employer l'aire A du trou noir 
au lieu de mi rr . Nous trouvons qu'ils peuvent etre recrits sous la forme 

dm = — dA + Q H dJ et dA > 0. 

Ces formules s'appellent dans le cas general les lois de la mecanique des trous noirs. Elles 
donnent revolution infinitesimale possible entre deux trous noirs de Kerr due a un processus 
physique dans lequel la matiere satisfait la condition d'energie faible. 

En fait, une interpretation thermodynamique est possible, suggeree par la formule clas- 
sique dU = TdS + dW. On interprete ces formules comme la premiere et la deuxieme loi 
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de la thermodynamique en identifiant m avec l'energie interne U, k avec la temperature T 
et A avec l'entropie Sbh suivant les formules 



U = mc 2 



T = 



2nk B c 



h 



k et Sbh = 



k B c 



AGh 




ou 



Sbh = I A 
k B 4£ 2 P 



) 



ou k B est la constante de Boltzmann 7 , en retablissant les unites 8 . Cependant le facteur 
1/4 dans ces formules est fixe par la prediction, due a Hawking en 1974 dans le cadre de 
la theorie quantique des champs dans un trou noir, du rayonnement de corps noir a la 
temperature T du trou noir. II n'a bien sur pas ete observe. Le trou noir est a l'equilibre 
thermodynamique avec le rayonnement thermique a la temperature T. 

En presence de matiere avec une entropie S, la situation est plus complexe mais on 
postule la seconde loi generalisee de la thermodynamique : Sbh + S jamais decroissant. 
Notons que par le rayonnement de Hawking il y a evaporation du trou noir avec dA < 
mais sans contradiction avec la thermodynamique car la diminution de l'entropie du trou 
noir est compensee par l'accroissement d'entropie du rayonnement thermique a l'exterieur 

9 



7 k B ~ 1,38 x 1(T 23 J.K- 1 . 

he 3 

8 Pour le trou noir de Schwarzschild, on a T = —— — — — et pour m une masse solaire on trouve une 

temperature tres faible T~6xlO _8 Ket une entropie tres grande Sbh/ks — 10 77 . 

9 La decroissance de A est quantique et par consequent elle ne contredit pas les theoremes de geometrie 
sur les trous noirs. 
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Chapitre 10 



Theorie linearisee de la relativite 
generale 

10.1 Champ gravitationnel a l'approximation lineaire 

Nous avons insiste sur le fait qu'il fallait determiner simultanement la metrique g^ u 
et le tenseur energie-impulsion T^ u pour resoudre les equations d'Einstein puisque nous 
avons la loi de conservation covariante V M T Miy = 0. Nous decrivions par cette methode 
un milieu materiel auto-gravitant spatialement borne dont l'espace-temps einsteinien est 
asymptotiquement minkowskien. Nous avions mis en ceuvre cette methode pour trouver 
l'approximation newtonienne de la theorie d'Einstein. En langage newtonien, nous dirions 
que les forces gravitationnelles sont du meme ordre de grandeur que les autres forces 
agissant sur le milieu. 

Cependant, il existe des situations physiques ou les forces gravitationnelles sont beau- 
coup plus faibles que les autres forces dues aux tensions dans le milieu, par exemple un 
solide en rotation. Dans ce cas, les equations du mouvement du milieu materiel ne sont 
pas affectees par le champ gravitationnel engendre par celui-ci. Elles se reduisent done aux 
equations minkowskiennes du mouvement, caracterisees par d^T^ v = en coordonnees 
minkowskiennes . 

Compte tenu des equations d'Einstein, la metrique engendree sera une perturbation 
lineaire en G de la metrique minkowskienne. Cela signifie qu'il existe une classe de coor- 
donnees privilegiees appelees quasi-minkowskiennes, telle que les composantes g^ u de 
la metrique different peu de la metrique minkowskienne. Nous posons 

fiV = + h^ u avec | \ < 1 . 

Nous pouvons considerer les comme les potentiels de gravitation dans un espace-temps 
minkowskien dans lequel T^ u satisfait d^T^ u = 0. Cependant, cela ne veut pas dire qu'un 
observateur pourra adopter une interpretation physique en terme d'espace-temps min- 
kowskien. Celle-ci devra se faire en revenant a la conception d'une metrique i]^ u + h^ u d'un 
espace-temps einsteinien. 
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Le systeme de coordonnees quasi-minkowskiennes etant donne, le changement de 
systeme de coordonnees 

x v ' = + D* avec Vlu/ = I^L^^ 

pourra etre interprets comme une transformation de Poincare du point de vue des coor- 
donnees quasi-minkowskiennes. Par ce changement de coordonnees, la metrique devient 

9pT a' — Vp'v' + hp'v' avec hp'*? 1 = L^, L^jh^. 

Nous voyons que les constituent les composantes d'un champ de tenseurs symetriques 
pour ce type de transformation de Poincare. 

D'autre part, nous pouvons faire un changement de systeme de coordonnees proche de 
l'unite en posant 

x?' =<^V + ?/«) soit xP = 5^[x v ' -rj u '(x u ')} avec rf{tf / ) = rf\x v ) 

ou les rf sont quatre fonctions arbitraires du meme ordre de grandeur que les h^ v . Dans 
ce nouveau systeme de coordonnees quasi-minkowskiennes, la metrique s'ecrit 

V"'( X<T ') = h iw( xa ) ~ d»'Vv' ~ dv'Vp' avec V = Vix'uff- 

Mais a l'approximation lineaire en h^ v , nous pouvons dans cette formule prendre toutes 
les quantites au point x a . Par analogie avec l'electromagnetisme, oubliant qu'il s'agit d'un 
changement de systeme de coordonnees, nous l'interpretons comme une transformation de 
jauge au meme point 

L'expression linearisee du tenseur de Riemann, considere maintenant comme un tenseur 
du point de vue des coordonnees quasi-minkowskiennes, est 

^fiupa 2 ^ppHcrv du^h^p -\- QcrpHvp) ■ 

On peut verifier qu'elle est independante de la transformation de jauge r}^ . 

Puisque est un tenseur du point de vue des coordonnees minkowskiennes, nous 
pouvons monter et descendre les indices avec la metrique minkowskienne h^ v = rf p rf a h pa . 
Nous verifions que 

g^^rj^- h ^ + ((\h^\) 2 ), 
en faisant attention au signe. On definit la trace h = rf^h^. 

10.2 Equations d'Einstein linearisees 
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Compte tenu de l'expression linearisee du tenseur de Ricci, les equations d'Einstein 
linearisees s'ecrivent 

R l ™ = -\{Uh» v - d,X ~ d» P K + d^h) = ^{T, u - \^ V T) 

dans des coordonnees quasi-minkowskiennes. Nous verifions directement sur cette expres- 
sion que d p T^ v = 0. Ces equations sont invariantes de jauge. 

Nous allons profiter de l'invariance de jauge pour simplifier l'expression linearisee du 
tenseur de Ricci. Nous choisissons une jauge pour laquelle 

UK - \W = °- 

Elle s'appelle la jauge harmonique. Puisque ^/^g = 1 + h/2 + 0((| h^ u |) 2 ), elle est la 
linearisation de la condition d^^J—gg^) = definissant les coordonnees harmoniques. 
II faut noter que cette jauge ne fixe pas uniquement le systeme de coordonnees puisque 
nous pouvons encore faire une transformation de jauge avec des fonctions i] p satisfaisant 
□^ = 0. 

Par consequent, les equations d'Einstein linearisees sont equivalentes au systeme 

□V = "^(^-^WO et d p (h^-^h) = 0. 
Une fagon commode de les ecrire est d'introduire les quantites 

Taw hfn/ —T/^h. 

Les equations d'Einstein linearisees sont alors equivalentes au systeme d'equations 

DY U = ^-T» u et d p Y^ = 0. 

Les s'obtiennent ensuite par la formule 

V = 1^ - avec 7 = rfl^- 

Le vecteur energie-impulsion de la distribution materielle spatialement bornee est 

P m = I j T ^ d ^ x 

P^ est un vecteur constant puisque <9oT OAt + d{F llx = 0. Par une transformation de Lorentz, 
nous pouvons choisir des coordonnees minkowskiennes telles que P % = 0. La composante 
cP° est l'energie mc 2 . Le centre de masse du milieu materiel d l (x Q ) est defini par l'integrale 



Jt°°(x' - a'(x°))d 3 x = 0. 



Nous voyons immediatement que a 1 est un vecteur constant car P % = 0. En specifiant 
encore les coordonnees minkowskiennes par une translation, nous pouvons prendre a 1 = 0. 
Ainsi, nous avons trouve un systeme de coordonnees minkowskiennes tel que le support 
spatial de la distribution materielle reste borne autour de la ligne x % = 0. 
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10.3 Solution retardee des equations d'Einstein lineari- 

sees 



Pour des raisons de causalite, nous adoptons la solution retardee du dalembertien pour 
resoudre les equations d'Einstein linearisees. Sous forme integrate, nous avons 

AC f 1 3 
^(x^x 1 ) = — -T^(x° - R^X'^X avec R 2 = - X'^x 1 - X') 

c J c* R i=1 

ou C~ est le demi-cone de lumiere passe issu du point (x°, x l ). Pour un point (x°, x l ) donne, 
l'integration se fait sur l'intersection du demi-cone C~ et du tube d'univers spatialement 
borne de la distribution materielle. Ceci la rend tres difficile. 




X 



La solution retardee ^ u verifiera automatiquement la condition de jauge harmonique 
puisque le tenseur energie-impulsion est conserve. Ainsi, le systeme d'equations de la theorie 
linearisee de la relativite generale sera satisfait. 

Posant r 2 = ^2^ =1 {x 1 ) 2 , nous avons le developpement en 1/r suivant 

R = r-±eX- + 0(l) etdonc I = \ + ± + O (I) 

1=1 1=1 ^ ' 
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avec £ l le vecteur radial de norme 1 de composantes 



Dans le cas stationnaire, le tenseur energie-impulsion ne depend pas du temps x et 
nous obtenons immediatement le developpement en 1/r de la solution retardee 

-ffx*) = / T^iX^X + f T^(X k )X z d 3 X + 0(4)- 

c 4 r J c 4 r 2 J r 4 

Nous exprimons les integrates dans le systeme de coordonnees ou P l = et a 1 = 0. En 
plus de la masse m deja introduite, il apparait le moment cinetique J u de la distribution 
materielle defini par 

J*i = I J (X^iX*) - X j T 0i (X k )) d 3 X 
qui est constant en vertu de la loi de conservation de T^ v . Nous obtenons alors 

7°V> = ^ + 0(i) , 7 «(,.) = -t^ + 0(i) et tV) = 0(1). 

1=1 

Cela conduit au developement en 1/r des potentiels de gravitation 

i=i 

Cette metrique est dite de Lense-Thirring. Nous retrouvons les termes lineaires en G 
de la metrique post-newtonienne pour un corps massif 1 . Cependant, nous avons en plus 
les composantes hm lineaires en G. Elle apparait pour un corps massif en rotation et elle 
s'exprime a l'aide du moment cinetique usuel J k par J l i = e^ k J k . Elle est la linearisation 
de la metrique de Kerr 2 . II serait souhaitable de tester l'existence d'un tel potentiel de 
gravitation. Cela semble possible avec la mission satellitaire Gravity Probe B. 

Lorsque le milieu materiel depend du temps, l'etude des equations d'Einstein linearisees 
permet de determiner le terme asymptotique en 1/r des potentiels de gravitation. Loin de 
la distribution materielle, nous avons 

^(x°, x l ) = ^f [ T^ix - R, X')d 3 X + 0(\). 

c r J c - r 

Seules des methodes numeriques permettent d'evaluer l'integrale retardee. Nous allons faire 
l'hypothese que le milieu materiel varie lentement au cours du temps. Pour un mouvement 

1 Cela est compatible grace a l'ordre de grandeur d^T^ v = 0(G). 

2 Nous notons que x 1 dx 2 dx° — x 2 dx 1 dx° = r 2 sin 2 9d(pdx° ; cela justifie pour le trou noir de Kerr que 
ma s'interprete comme GJ 3 /c 3 ou J 3 est la composante non nulle du moment cinetique sur Oz. 
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quasi-periodique de periode T, nous supposons que a <C cT ou a est la longueur typique 
du support spatial du milieu materiel. Nous notons que 



3 

x °-R = u+ j2ex i +o(-) 



i=l 



ou u est le temps retarde x° — r. Cela nous permet de developper T^ v en serie de Taylor 

1„ o . 1 



T^(x u - R, X 1 ) = T^iu, X 1 ) + doT^iu, X k )CX z + -d m T^ v {u, X k )(C X 1 ) 2 + ■ ■ ■ + 0(- . 
puisque \£ l X l | <C cT . En reportant dans la solution retardee en 1/r, nous obtenons 
y^V*) = [ T^i^X^X + I T^(u,X k )X i d 3 X+ 



Les integrates sont calculables car l'expression des T^ v est prise a X° = const, ayant la 
valeur u. 




Nous considerons un milieu materiel usuel tel que 



,1/2 



et 
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ou e est le parametre deja introduit, e = v 2 /c 2 . Compte term de la loi de conservation de 
T^, toutes les integrates dominantes en 1/c se ramenent alors a cette integrate 



c 2 / 



Q i j(X°) = — / T 00 (X°,X k )X l X 3 d d X 



qui est le moment quadrupolaire de masse puisque T 00 /c 2 est la densite de masse p sous 
l'hypothese d'un mouvement lent du milieu materiel. En particulier, nous avons l'identite 



T ik = d s ( \x l T ks + \x k T ls + l-x i x k T 0s J + \x l x k 8 m T m . 

Apres calcul, nous obtenons finalement les termes dominants en 1/c dans la partie en 1/r 
de la solution retardee 

2C rl 2 

Ces expressions satisfont la condition de jauge harmonique a l'ordre requis en 1/r. 

Les potentiels de gravitation sont bien sur des fonctions du type f(u,9,ip)/r quand 
r — > oo puisque £ l s'expriment a l'aide de 6 et ip. Cela est caracteristique d'un rayon- 
nement sortant a J + de l'espace-temps minkowskien. Nous avons done un rayonnement 
quadrupolaire dominant quand le mouvement du milieu materiel est lent. 



10.4 Onde plane gravitationnelle dans le vide 

Dans un systeme de coordonnees quasi-minkowskiennes, les equations d'Einstein 
linearisees du vide sont simplement 

= o et dyrT = 

dans la jauge harmonique. Toute solution du dalembertien est une superposition d'ondes 
planes de la forme 

7 Miy (w) avec u = ~f] al3 k a x /3 

ou est le vecteur de propagation isotrope de composantes (1,A; J ). Puisque d^ a/3 = 
— /c M 7 a/3 , la condition de jauge harmonique s'ecrit 

= 0. 
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On peut voir que le tenseur de Riemann linearise satisfait les conditions algebriques 



plin 1.0- _ n f TDlin i. , plin k , r>lin U — n 
ll livpa rh ~ u cl ll fj,iypa rh r T ll pvcrT rh P ' ll pi/Tp fXj <J ~ u 

qui caracterisent le rayonnement gravitationnel comme dans le cas electromagnetique. II 
existe une solution du vide des equations d'Einstein, appelee onde plane gravitationnelle, 
dont la linearisation conduit a cette solution linearisee. 

Nous allons montrer que Ton peut choisir une jauge harmonique telle que les nouveaux 
potentiels de gravitation hJJ verifient 

/4 T = et h^ = 0. 

C'est ce qu'on appelle la jauge transverse et sans trace. Cela correspondrait a des co- 
ordonnees normales de Gauss. II faut pour cela effectuer le changement de systeme de 
coordonnees caracterise par les fonctions rf donnees par 

Vo(x> I ) = - h m (u')du et V i (af) = -k i h 00 (u')du' + h 0i (u')du'. 

Les nouvelles coordonnees sont bien harmoniques puisque on passe d'une jauge harmo- 
nique a une autre si Dr/^ = 0. Compte tenu de la condition de jauge harmonique, nous 
avons h TT = et k % hj^ = 0. Nous constatons que la metrique restante hf^ n'a que deux 
composantes independantes qui sont des fonctions de u. II y a deux degres de liberte. 

Dans le cadre de la theorie des champs, un tel champ de tenseurs symetriques decrit 
un champ de spin 2 sans masse. Si Ton croit que Ton doit quantifier ce champ ayant 
pour origine la metrique de l'espace-temps comme en espace-temps minkowskien, alors la 
particule quantique correspondante est le graviton. 

Dans un systeme de coordonnees tel que la direction de propagation k l coincide avec 
l'axe Ox 3 , composantes non nulles hf^ sont 

h^(x°-x 3 ) = -h^(x°-x 3 ) et h^(x°-x 3 ). 

II n'y a que des composantes transverses a la direction de propagation. En introduisant 
deux vecteurs a 1 et b l orthonormes entre eux et orthogonaux a la direction de propagation 
k\ nous pouvons ecrire 

h T J(x° - fcV) = h + (x° - tfx^aidj - bfij) + h x (x° - fc i x i )(a i 6 J - + aft). 

Les fonctions h + et h x definissent les deux polarisations. 

La metrique asymptotique de l'espace-temps decrivant un milieu materiel spatialement 
borne s'approxime par une onde plane gravitationnelle dans un petit voisinage d'un obser- 
vateur a l'infini. Le vecteur de propagation k^ est le vecteur normal au cone de lumiere de 
composantes Dans la jauge transverse et sans trace , on montre que l'onde plane 

gravitationnelle hj^ ne depend que du quadrupole de masse sans trace. 
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Chapitre 11 

Rayonnement gravitationnel et 
observations 

11.1 Pseudo-tenseur energie-impulsion gravitationnelle 

Les equations d'Einstein constituent un systeme hyperbolique d'equations aux derivees 
partielles qui conduit par consequent a des phenomenes de propagation. Nous souhaiterions 
parler de flux d'energie gravitationnelle. Cependant pour ce faire, il faudrait definir la no- 
tion de densite d'energie gravitationnelle. Or en un point de l'espace-temps einsteinien, on 
peut toujours annuler les symboles de Christoffel par le choix d'un systeme de coordonnees, 
par exemple les coordonnees de Fermi, et par suite faire disparaitre en ce point les effets 
gravitationnels. C'est pourquoi il n'y a pas de localisation de l'energie gravitationnelle. II 
y a bien sur la loi de conservation covariante V M T^ = mais elle ne conduit a aucune 
quantite conservee. Seule eventuellement une energie-impulsion totale de la matiere et du 
champ gravitationnel pourra etre definie. 

Pour les raisons que nous venons d'indiquer, il n'existe pas une definition covariante d'un 
tenseur energie-impulsion totale. Cependant, l'energie-impulsion totale pourra etre definie 
a partir d'un pseudo-tenseur energie-impulsion gravitationnelle. II en existe plusieurs, en 
particulier celui d'Einstein 1 . Nous allons suivre la methode de Landau et Lifchitz. 

L'expression du tenseur de Ricci se presente sous la forme 

R 1 " = \g^g ua g aP (d pftgouT + d aa g pP - d ( „g a(3 - d aP g pa ) + ■■■ 

ou • • • designe des termes contenant des derivees premieres de la metrique. Compte tenu 
des identites 

d P „g al3 = -g^g^d^ + ■■■ et d pc {-g) = {-g)g^d pa9iiV + ■■■ , 

1 I1 est obtenu comme tenseur energie-impulsion canonique a partir de la densite lagrangienne non 
scalaire ne contenant que la metrique et ses derivees premieres. 
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le tenseur d'Einstein peut s'ecrire sous la forme 



Nous definissons un superpotentiel de Freud 

lo7rG 

Les equations d'Einstein s'ecrivent alors 

{-g){T» v + t» v ) = d p h^ p 

ou la quantite t^ v regroupe les termes contenant les derivees premieres de la metrique. 
Puisque h^ vp est ant isy metrique en v et p, nous obtenons la loi de conservation 

d v [(-g)(T'*' + tr)] = 0. 

Les fr* u definissent un pseudo-tenseur energie-impulsion gravitationnelle. II est symetrique 
et quadratique dans les derivees premieres de la metrique. II a pour expression explicite 

tv v — I79T 7 r 5 — r 7 r s — r 7 r s \ (n^ a n ulS — n^ u n a P\ 

~ 16nG ^ 13 7<5 aS Pi L a~/ L i36) {9 9 9 9 ) 

+y 9 { L aS L /3 7 + 1 (3-y L aS 1 -yS L a/3 1 a/3 L 7 <5 ) 

+9 9 \ l aS l fry + 1 /37 1 a<5 1 7a 1 a/3 _ 1 a/3 1 7 <5j + 9 9 { L or/ 1 06 L aP L -yS)\- 

Nous insistons que t^ v n'est pas un tenseur a moins de se limiter a des changements de 
coordonnees x a = x^ + D a ou et D a sont des constantes. 

Dans l'etude des distributions materielles spatialement bornees, il faut utiliser le tenseur 
energie-impulsion gravitationnelle dans des systemes de coordonnees (x^) asymptotique- 
ment minkowskiennes. Nous commengons par le cas stationnaire ou l'energie-impulsion 
totale de la matiere et du champ gravitationnel est definie par l'integrale 



P£ = - f {-g){T>* + t»°)d 3 x, 

C J x°= const. 



definition stisfaisante compte tenu des proprietes asymptotiques d'une metrique station- 
naire. Pour une metrique statique decrivant un corps massif, nous avons 

C J x°= const. 

Or, par le theoreme de Stokes, l'integrale est egale a une integrate sur la sphere r = const., 
c'est pourquoi nous obtenons l'energie-impulsion totale sous la forme 



P£= lim - I h^—r 2 sin 9d9d(p. 
c J S 2 r 



r^oo C J S 2 
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Pour la metrique de Schwarzschild de masse m, nous obtenons P° = mc et = 0. En 
consequence, le parametre mc 2 est l'energie de la matiere augmentee de celle du champ 
gravitationnel. 

Lorsque la distribution materielle est en mouvement, il faut preciser la structure asymp- 
totique de l'espace-temps a J + . Sa definition mathematique releve de l'etude de la metrique 
conforme apparue dans notre introduction au diagramme de Carter-Penrose. On se donne 
de fagon generale un feuilletage d'hypersurfaces du genre lumiere tel que ces hypersurfaces 
du genre lumiere deviennent asymptotiquement les demi-cones futurs de l'espace-temps 
minkowskien. On note u = const, ces hypersurfaces et £ M le vecteur normal isotrope. Le 
champ de vecteurs £ M est necessairement geodesique et le parametre affine du flot ^ crois- 
sant vers l'infini est appele r. A la limite r tendant vers l'infini, on prend le facteur conforme 
Q = 1/r et on definit ainsi J + . Le parametre r joue le role de distance au centre de la dis- 
tribution materielle. L'espace-temps peut etre repere par les coordonnees (u, r, 9, ip) ou 9 et 
(p sont les coordonnees des 2-surfaces u = const, et r = const. On prend pour composantes 
^ = (—1,0,0,0). Sous ces hypotheses, on a necessairement 

g uu = Q ? g ur = -l et g ud =g u ^ = 0. 

Dans le cas de la metrique de Schwarzschild, cela correspond bien aux coordonnees 
(u, r, 9, if) deja considerees. Nous verifions que le vecteur £ M a pour composantes (0, 1, 0, 0) 
et que r est bien le parametre affine croissant a l'infini. 

En absence de rayonnement gravitationnel venant de J~ , c'est bien le cas si le champ 
gravitationnel est initialement stationnaire, l'hypothese asymptotique est que les compo- 
santes de la metrique sont developpables en puissance de 1/r en J7" + , c'est-a-dire pour u, 9 
et ip fixes. On a la forme asymptotique generale 

<T = 1 - 2U>Aip) + 0(l/r 2 ) , g ss = I + 0(l/r 3 ) , g<" = + 0(l/r 3 ) , 

r r z r z sin 9 

g rd = 0{l/r) , g r f> = 0{l/r) et g e f = 0(l/r 3 ). 

L'analyse des composantes du tenseur de Riemann se fait dans une tetrade isotrope com- 
plexe n M , m M , m^), construite a l'aide du vecteur ^ deja introduit, telle que £ M n M = 1 
et m M m M = — 1. La metrique est done 

g ^ = ^ n u + n»C - rnPrn" - mV. 

Le tenseur de Riemann du vide est alors caracterise par cinq composantes tetradiques 
complexes ^ A (A = 0, . . . , 4) ; en particulier \1>4 = —R^ upa n^m u n p m a . En J7" + , il a la forme 
asymptotique 

, Tf f(u,9,(p) 

W 4 ~ quand r — > oo 

r 

ou / est une fonction complexe. Ensuite ^3 est en 1/r 2 et ainsi de suite. Ainsi, ^4 est la 
composante tetradique du tenseur de Riemann qui domine a J + . Elle caracterise le rayon- 
nement gravitationnel sortant a J + . On prefere poser / = —a ou a s'appelle la fonction 
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information puisqu'elle caracterise revolution dynamique du champ gravitationnel. Tout 
le probleme est de savoir la determiner pour la distribution materielle consideree. 

A partir des coordonnees (u,r,6,(p), nous introduisons des coordonnees qui sont 
asymptotiquement minkowskiennes. Dans ces coordonnees, le vecteur normal £ M a pour 
composantes (1, x l /r) quand r — > oo. Toutes les composantes de la metrique en coordonnees 
(x^) asymptotiquement minkowskiennes peuvent etre developpees en 1/r. Cela permet de 
determiner le developpement en 1/r du pseudo-tenseur t^ v . Nous donnons simplement le 
resultat 

<3 2 M,</?) 

ou la quantite Q 2 s'exprime a l'aide de la fonction information 



n 2 ° 4 ^0^° 
Q = ° ■ 

Nous rappelons que justement a caracterise la partie asymptotique en 1/r du tenseur de 
Riemann. 

Cela justifie que le flux d'energie-impulsion gravitationnelle a travers la sphere a l'infini 
par unite de temps retarde, calcule au temps retarde u, soit donne par 

/ Q 2 (u, 9, sin 6d0<kp. 

Nous pouvons bien dire qu'il y a rayonnement gravitationnel sortant a l'infini J + . 
Grace aux equations d'Einstein du vide, nous avons asymptotiquement 



d 

du 



s 2 



1 d f 

U° (u,e,ip) sin edOdip- -— / \a°{u,e, V )\ 2 sin 6d9d<p 

2 du J S 2 



— I cr°cr° sin OdOdip. 

s 2 



Pour avoir une vue claire, il faut supposer que le systeme a evolue entre deux etats sta- 
tionnaires. En realite, l'etat final stationnaire n'est necessairement atteint qu'asymptoti- 
quement dans le temps. Alors, la formule que nous avons etablie donne la difference entre 
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l'energie-impulsion totale initiale et finale 

- (Pt) ■ = -- f 1 du f Q 2 (u,6, if) sin6d6dip 

c J Ui JS 2 

puisque dans le cas stationaire U° = Gm/c 2 . Ainsi, l'energie totale est passee de a rrif 
avec rrif < rrii. 

En dehors de ce cas, il faut un coup de pouce heuristique mais bien naturel. Si Ton 
negligeait le flux d'energie-impulsion gravitationnelle, alors le mouvement du systeme serait 
stationnaire, disons periodique. L'energie-impulsion P^ de ce systeme serait conservee. 
Cependant, la perte d'energie-impulsion gravitationnelle a l'infini se traduit par une perte 
identique de P£ au cours du temps x°. Nous l'ecrivons comme une equation de bilan 

— P£ = — / Q 2 (x°, 6, ip)^ sin 6d9dip. 
dx° c J S 2 

Ce raisonnement est valable si la perte d'energie par periode due au rayonnement gravi- 
tationnel est tres petite par rapport a l'energie totale du systeme definie au cours de ces 
periodes. Le caractere manifestement positif de Q 2 montre qu'il y a toujours perte d'energie 
par rayonnement gravitationnel. 



11.2 Energie gravitationnelle rayonnee 

Dans le cadre de la theorie linearisee de la relativite generale, nous rappelons que la 
metrique asymptotique engendree par une source materielle spatialement bornee se calcule 
a partir de l'expression suivante 

AC C 1 
Y v (x°, x i ) = -^- / T^(x° - R, X^X + O(-). 

c A r J c - r 2 

Nous pourrions determiner la fonction information a a cette approximation et appliquer 
la formule generale donnee sans demonstration. Nous preferons reprendre le calcul. Posant 

Qr(x°, x l ) = [ d T^{x° - R, X l )d 3 X, 

JCx 

nous verifions que 




puisque diR = ^ + 0(l/r). Or la condition de jauge harmonique est satisfaite et par 
consequent f^"^ = asymptotiquement. Compte tenu de cette propriete et que r]^ u C i tJ, C i u = 
0, l'expression asymptotique du pseudo-tenseur energie-impulsion gravitationnelle t^ v se 
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simplifie considerablement a l'approximation lineaire. On obtient le terme en 1/r 2 , dont la 
forme generale a deja ete donnee, avec le facteur 



Q 2 = ° 



2vrc 4 



En theorie linearisee, on peut calculer la perte d'energie gravitationnelle pour le mouvement 
donne d'une distribution materielle. 

En vertu des hypotheses de la theorie linearisee, l'energie-impulsion totale P£ du sys- 
teme stationnaire se reduit a l'energie-impulsion de la matiere P M . Comme dans le cas 
general, ce flux d'energie-impulsion gravitationnelle conduit a une equation de bilan 



^-P» = - I Q 2 ( c t, 9, cp)e sin OdOdnp. 
s 2 



dt 



Dans le cas d'un mouvement lent, Vt^ a ete determine en fonction du moment quadru- 
polaire de masse Q 13 . L'equation de bilan s'ecrit alors 

en fonction du quadrupole de masse sans trace Q tJ — ^5 lJ Q mm . Cette formule a ete etablie 
par Einstein en 1918. 

Nous allons egalement donner l'expression du flux d'energie gravitationnelle I d'une 
onde plane gravitationnelle monochromatique de direction de propagation l'axe Ox 3 . II est 
donne par ct 03 ou t^ v est le pseudo-tenseur energie-impulsion. Dans un certain systeme de 
coordonnees, la metrique a les composantes non nulles suivantes 

^11 = -/122 = /+sin[cj 9 (a; - x 3 )/c + 0+] h 12 = f x sin[w 9 (i° -x 3 )/c + <f> x ] 

et alors on trouve 

I = ^u 2 g (fl cos 2 [lo 9 (x° - x 3 )/c + + ] + fl cos 2 K(x° - x 3 )/c + X ]) . 

Nous rappelons qu'a l'approximation lineaire le mouvement du milieu materiel est consi- 
dere comme donne. Le rayonnement d'une telle antenne en laboratoire ne peut etre que 
tres faible en raison de la petitesse du facteur numerique G/c 5 2 . En revanche il existe dans 
le domaine astrophysique des phenomenes emettant des rayonnements gravitationnels in- 
tenses. Ce sont les rotations des pulsars, qui sont des etoiles a neutrons, et les explosions 
non a symetrie spherique de supernovse. Dans ce dernier cas, la puissance emise pourrait 
etre importante durant une breve duree. 



2 c 5 /G~ 3,63 x 10 52 watts. 
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Qu'en est-il pour un systeme auto-gravitant ? D'apres la definition du pseudo-tenseur 
energie-impulsion gravitationnelle, les equations d'Einstein se presentent sous la forme 

d P a[(-g)(9^g pa - iTsT)] = ^-{-g){T^ + tr). 

Nous nous plagons dans un systeme de coordonnees harmoniques defini par d a (^/^gg <Tp ) = 
0. En posant 

y/^jjgf = rjp* - \p° avec d a X ap = 0, 

nous obtenons 

UV U = ^—(-g)(T^ + IT) + X pa d pa X^ - d a X^d p X ua 

c 4 

ou □ est l'operateur dalembertien usuel. En principe, il faut chercher a resoudre simulta- 
nement X pv et T pv par un developpement en puissance de G en imposant les conditions de 
rayonnement sortant a J + . Au premier ordre en G, nous retrouvons evidemment la theorie 
linearisee de la relativite generale en posant X pu = 7 Miy . 

Considerons un systeme auto-gravitant anime de vitesses petites devant c et dont le 
champ gravitationnel est faible. Nous pouvons recrire les equations sous la forme DX^ = 
— l6irGr pu / c 4 avec d^r pv = 0. Formellement, nous pouvons refaire les calculs de 1 'approxi- 
mation lineaire sur la perte d'energie dans le cas d'un mouvement lent. En realite, ce n'est 
pas possible car t^ u n'est pas spatialement borne. Nous obtiendrions par ce raisonnement 
heuristique la formule de perte d'energie totale avec le quadrupole calcule sur r 00 . Mais la 
matiere domine et par consequent r 00 se reduit a T 00 puis a p. Ainsi, la formule quadrupo- 
laire d'Einstein s'appliquerait egalement aux systemes auto-gravitants en mouvement lent. 
En fait, une demonstration rigoureuse au-dela du cadre de la theorie linearisee existe. 

Dans le domaine astrophysique, un exemple d'application de cette formule est le systeme 
de deux corps qui emet du rayonnement gravitationnel. Nous reviendrons sur le cas du 
pulsar binaire PSR 1913+16. 



11.3 Exemple d'un corps rigide en rotation 

Un corps rigide en rotation est un exemple d'une distribution materielle emettant du 
rayonnement gravitationnel. Le moment quadrupolaire de masse de ce systeme est 
determine par le tenseur moment d'inertie du corps rigide. Ce dernier est calcule dans des 
coordonnees x l fixes par rapport au corps 

P' j ' = J p(x i ')x i 'x j 'd 3 x' 

ou p est la densite de masse du corps. Pour simplifier nous supposons que P'i' est diagonal 
et d'autre part que la rotation a lieu suivant l'axe Ox 3 avec une vitesse angulaire ou. Le 
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changement de systeme de coordonnees est 

i i' ^ o 2' • ^ n 2 i' • ^ n 2' ^ o s V 

x = x cos — x sin —a; , 1=1 sin —x + x cos —x et x = a; . 

c c c c 

Le calcul du moment quadrupolaire donne 

Q 11 = I (/ n + I 22 ) + \ (/" - I 22 ) cos — x° , Q 12 = 1 - (J 11 - I 22 ) sin — x° , 
2 2 c 2 c 

g 22 = I (J 11 + J 22 ) -I (J 11 -J 22 ) cos— A Q 12 = Q 23 = 0et g 33 = / 33 . 
2 2 o 

Dans notre cas, l'energie cP° du milieu materiel est la somme de l'energie de masse, qui 
est constante, et de l'energie E de la distribution materielle. Par consequent, la formule de 
variation d'energie du corps rigide en rotation a l'approximation quadrupolaire est donnee 
par 

— E = -I l e l uJ° 

dt 5 c 5 

ou nous avons pose / = J 11 + J 22 et e = (J 11 — I 22 )/ 1. 

L'energie E se reduit a l'energie cinetique du corps rigide qui s'exprime sous la forme 

E=\j P v 2 d*x =\^ 2 j P {{x 1 ) 2 + {x 2 ) 2 ) d*x = 

Le seul parametre du systeme susceptible de varier est la vitesse angulaire du corps rigide. 
Nous en deduisons la variation de la vitesse angulaire due a la perte d'energie cinetique 

d 32 G 9 r 

dt 5 c 5 

Ainsi, par suite de remission de rayonnement gravitationnel, la vitesse angulaire du corps 
rigide diminue avec le temps jusqu'a zero qui est la situation non radiative. 



11.4 Force de reaction de rayonnement gravitationnel 

Par quel mecanisme le milieu materiel perd-il de l'energie ? II faut determiner la force de 
reaction de rayonnement gravitationnel. Cela necessite de connaitre le champ gravitationnel 
radiatif dans le support spatial de la distribution materielle. Cela est relativement aise dans 
la theorie linearisee de la relativite generale. En effet, dans le cas d'un mouvement lent, la 
solution retardee s'obtient pour \x l |<C cT comme un developpement en 1/c 

' v ' c 4 ^ n\c n dt n J v 1 

avec la notation R 2 = Y^ n=l (x % — X % )(x % — X 1 ). La partie radiative est constitute des 
puissances impaires de 1/c car elles changent de signe dans le cas de la solution avancee. Le 
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tenseur energie-impulsion est lui aussi developpe en puissances de 1/c. Ces developpements 
en 1/c sont valables sur l'extension spatiale a de la source, a <C cT. II en resulte que les 
equations du mouvement V M T Miy = contiennent les termes perturbatifs induits par la 
partie radiative dominante de la metrique 7^. On obtient 

p (d t v l + v j dy) + d iP = 5 5f 

ou 5 5f l est la force de reaction de rayonnement gravitationnel en 1/c 5 . 

Le travail de la force de reaction le long de la trajectoire non perturbee n'est pas une 
differentielle totale et conduit a une variation d'energie E de la distribution materielle 

±-E= f v k5 5f k d 3 x. 



dt 

On en deduit apres un long calcul une expression de la forme 

d „ G d 3 d 3 G ( d 3 „ \ 2 d 



dt 5c 5 dt 3 



Ainsi, nous retrouvons la formule d'Einstein pour le rayonnement gravitationnel soit entre 
deux etats stationnaires soit en faisant la moyenne sur une periode dans le cas d'un mou- 
vement periodique. Dans le cadre de la theorie linearisee de la relativite generale, nous 
avons la preuve rigoureuse qu'une distribution materielle perd de l'energie et que cette 
perte correspond a l'energie gravitationnelle rayonnee a l'infini. 

Qu'en est-il pour un systeme auto-gravitant ? En principe nous ne pouvons pas appli- 
quer les formules de la theorie linearisee. La determination de la force de reaction pour un 
systeme auto-gravitant en mouvement lent, dont on suppose que l'energie cinetique est du 
meme ordre de grandeur que l'energie potentielle, necessite de considerer les approxima- 
tions quadratiques et cubiques en G des equations d'Einstein. 

Le probleme des deux corps etendus a et b, restant pratiquement a symetrie spherique 
quand leur rayon est beaucoup plus petit que la distance les separant, se ramene a l'etude 
des centres de masse a 1 et b l puisque la structure interne des corps n'intervient pas a cette 
approximation. On peut done considerer qu'il s'agit du probleme de deux corps ponctuels 
de masses m a et m h . Les equations du mouvement peuvent s'ecrire jusqu'a l'ordre 1/c 5 

Gm b (tf-V) 2G /tl 5 1 d"\ 

my = ^ — + n pn + n pn - ^ - r - Q -) 

ou Q l i = m a a l a? + m^UV , dans un systeme de coordonnees bien choisi que nous ne pre- 
ciserons pas. La force en 1/c 5 est la force de reaction de rayonnement gravitationnel. Elle 
est un facteur correctif en e 5 / 2 de la force newtonienne, dite force en 2.5 PN. II n'y a pas 
de force de reaction en 1.5 PN car il n'existe pas de rayonnement gravitationnel dipolaire. 

Nous avons done un mouvement newtonien de deux corps perturbe par une force en 1/c 5 . 
La variation des parametres de l'orbite newtonienne releve des methodes de la mecanique 
celeste. En tout cas le travail de cette force donne la variation de l'energie newtonienne du 
systeme suivant une formule et celle-ci coincide avec la formule quadrupolaire d'Einstein. 
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11.5 Pulsar binaire PSR 1913+16 



II est remarquable qu'il existe dans l'Univers un systeme de deux corps dans lequel 
on a pu mettre en evidence cette perte d'energie due au rayonnement gravitationnel. Un 
pulsar est une etoile a neutrons qui tourne sur elle-meme en emettant un faisceau d'ondes 
radios tres directif tel un phare. II constitue une horloge. En 1974 Hulse et Taylor ont 
decouvert un pulsar dont la periode d'arrivee des impulsions dependait du temps d'une 
fagon periodique avec une periode de 7h 45 min 3 . 

Hulse et Taylor interpreterent ceci comme un effet Doppler pour l'horloge que definit 
le pulsar. Ce pulsar PSR 1913+16 fait done partie d'un systeme de deux corps dont on ne 
voit pas le compagnon ni en optique ni en radio. 
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3 Ils ont obtenu le prix Nobel de physique en 1993 pour cette decouverte. 
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permet de determiner la periode de revolution P, l'excentricite e, la position du periastre 
uj et la fonction de masse f a = (m b sini) 3 /{m a + m b ) 2 ou i est Tangle du plan de l'orbite 
et du plan du ciel. Ainsi tous les parametres de l'orbite newtonienne ne sont pas connus. 
Deux informations supplementaires sont obtenues d'une part de l'analyse des corrections 
relativistes de l'effet Doppler general 

T o „ 1 , 1 vl Gm b 

T e ~ ^ c 2c 2+ c 2 r ab 

et d'autre part de l'avance du periastre par revolution, calcule a partir des equations post- 
newtoniennes du mouvement, 

^ _ 6nG(m a + m b ) 
a(l — e 2 )c 2 

ou a est le demi-grand axe de l'orbite relative, donnant une avance de 4° par an. On connait 
alors tous les parametres du systeme newtonien des deux corps comme leur separation, 
d'environ un million de kilometres, et la masse du pulsar et celle de son compagnon, de 
l'ordre de 1,4 masse solaire. 

Sur une longue periode de temps, Hulse et Taylor ont observe que la periode de revo- 
lution P de ce systeme diminuait au cours du temps 

P ~ -2,4 x 10~ 12 . 

Puisque ce systeme de deux corps semble propre, c'est-a-dire sans force perturbatrice de 
freinage, la seule hypothese possible est que cette diminution resulte du rayonnement gravi- 
tationnel du systeme. Avec la formule quadrupolaire d'Einstein, nous pouvons calculer le 
moment quadrupolaire Q 1 ^ pour le mouvement newtonien des deux corps ponctuels et ainsi 
determiner la perte d'energie totale 

d_pO 32G 4 mlml(m a + m b ) 1 / 73 2 37 L 
°dt T ~ 5c 5 a 5 (1 - e 2 ) 7 /2 ^ + 24 6 + 96 6 

avec cP^ = m a c 2 + m b c 2 + E ou E est l'energie newtonienne du systeme 

= Gm a m b 
2a 

La seule quantite susceptible de varier est le demi-grand axe a par la formule 

1 da 2a dE 



a dt Gm a m b dt 

Or la periode de revolution P est reliee a a par la troisieme loi de Kepler 

27ra 3 / 2 



y/G(m a + m b y 

et ainsi nous obtenons la variation de periode en fonction des parametres newtoniens du 
systeme binaire. Or on connait tous les parametres par l'analyse precedente, c'est pour- 
quoi l'accord parfait de l'observation avec la prediction de la formule theorique est une 
confirmation eclatante de la relativite generale. 
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11.6 Principes de detection d'une onde plane gravita- 
tionnelle 



La metrique dans un petit voisinage de l'espace-temps, loin d'une distribution mate- 
rielle qui rayonne gravitationnellement, peut etre approximee par celle d'une onde plane 
gravitationnelle. II y a d'autres champs gravitationnels comme le champ statique mais ils 
n'ont pas la meme caracteristique que celui de l'onde gravitationnelle. 

Etant donne un observateur en chute libre par rapport a l'onde gravitationnelle, on 
peut toujours trouver un systeme de coordonnees ou x % = est l'equation de la 
ligne d'univers de l'observateur dans lequel la metrique de l'onde plane gravitationnelle est 
exprimee dans la jauge transverse sans trace. On prend 

3 

ds 2 = -(dx ) 2 + (5ij + h ij (k^))dx i dx j avec ^ ha = 

i=i 

ou /c M est isotrope i] IMU k fJ 'k l/ = 0. En fait toutes les courbes x % =const. sont des geodesiques 
du genre temps. 

Soit ej le triedre de l'observateur en chute libre sans rotation. Les vecteurs se trans- 
portent par parallelisme le long de la courbe geodesique x % = 0. On va pouvoir associer les 
coordonnees de Fermi (y°,y l ) avec \y l \ <C t pour decrire l'espace-temps au voisinage de la 
ligne d'univers. A quoi correspond dans ce probleme la longueur 11 C'est bien entendu la 
longueur d'onde \ g de l'onde gravitationnelle. 

Dans le voisinage de la ligne d'univers, nous effectuons le changement de coordonnees 
a l'approximation lineaire 

y ° = x° + \h' ij (x°)x i x j , y i = x l + }-h ij (x )x j avec \x* \ < X„. 
4 J 2 

II conduit a la nouvelle expression de la metrique a l'approximation lineaire 

ds 2 = - (l - I/4 (dy°) 2 + Sijdtfdyi avec | | « 1. 

L'observateur va considerer les coordonnees de Fermi (y 1 ) comme des coordonnees gali- 
leennes pour une metrique newtonienne. Par l'etude d'une geodesique du genre temps, il 
verra une force newtonienne mh'^{y°)y^ /2 sur une particule ponctuelle de masse m situee 
en y l . II constate que tout se passe comme s'il y avait un potentiel newtonien de maree 

U w = \K J {y Q )yY. 

II s'agit d'un effet du tenseur de Riemann puisque R 0i0 j = h'- j (y°)/2 en y l = 0. 

Le detecteur d'onde gravitationnelle le plus ancien est celui de Weber qui date des 
annees soixante-dix. Un cylindre elastique suspendu, d'environ une tonne, peut entrer en 
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resonance a environ 1 660 Hz avec une onde gravitationnelle dont la longueur d'onde est 
effectivement beaucoup plus grande que les dimensions du detecteur. D'autres experiences 
de ce type sont actuellement en cours mais aucune detection sure n'a ete faite. On pense 
pouvoir detecter des ondes d'amplitude h ~ 10~ 18 . 

Pour decrire cette experience, il faudrait mettre en ceuvre une theorie relativiste de 
l'elasticite qui serait valable bien sur dans n'importe quel systeme de coordonnees. Cepen- 
dant un raisonnement heuristique avec deux masses de masse m reliees par un ressort de 
coefficient k decrit le comportement de la barre elastique. Dans les coordonnees de Fermi 
(y l ), l'equation fondamentale de la dynamique appliquee a ce systeme donne 

ou z % denote la separation entre les deux masses, sans tenir compte du facteur d'amortisse- 
ment ou facteur de qualite. L'effet est maximum si la frequence de l'onde gravitationnelle 
coincide avec la frequence de resonance ^2k/m. 




yi 

Actuellement des detecteurs d'onde gravitationnelle bases sur l'interferometrie optique 
avec des bras de 3 km sont en construction : LIGO (Laser Interferometer Gravitational 
wave Observatory) aux Etats-Unis et VIRGO (du nom de l'amas de la Vierge) en Italie dans 
une cooperation franco-italienne. Leur avantage est qu'ils peuvent detecter dans une large 
bande de frequences au-dela de 10 Hz pour cause de bruits sismiques et jusqu'a 10 4 Hz. 
Notons qu'il existe un projet d'interferometrie entre satellites dans l'espace, LISA (Laser 
Interferometer Space Antenna), qui pourrait detecter a basse frequence de 10~ 4 Hz a 1 Hz. 

Faisons une theorie elementaire de la detection interferometrique d'une onde gravita- 
tionnelle. Considerons un observateur et un miroir tous les deux en chute libre dans une 
onde gravitationnelle. L'observateur envoie de la lumiere qui se reflechit sur le miroir pour 
etre observee apres un temps de l'observateur 5T\. L'analyse est plus simple dans les coor- 
donnees (x^ 1 ) initialement introduites dans lesquelles l'observateur est en x % = 0. Le miroir 
se trouve en x % = 5x\. 

Le temps mis pour l'observateur 5Ti a l'expression approchee 

c5T\ = 2y/(6 ij + h ij (x°))6x[5x\. 
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Soit L la distance spatiale entre l'observateur et le miroir en absence d'onde gravitation- 
nelle. En introduisant le vecteur unitaire n\ = 5x\/L qui donne la direction du miroir, 
nous obtenons 



Le principe de l'experience repose sur l'interferometrie en ajoutant un parcours avec un 
second miroir. L'onde gravitationnelle n'a pas le meme effet dans des directions d'angle 
7r/2. Ainsi, on compare 5T X — 5T 2 au cours du temps a l'aide du dephasage induit A0 = 
u)(5Ti — 5T 2 ) ou uj est la pulsation de la lumiere. L'objectif est de mesurer des h de l'ordre 
de 1CT 21 voire de 1CT 22 par ce moyen. 

II existe une source sure de rayonnement gravitationnel : le pulsar binaire PSR 1913+16. 
Situe a environ 15 000 annees-lumiere, l'amplitude de l'onde gravitationnelle sur Terre n'est 
pas absolument negligeable mais sa frequence est beaucoup trop faible pour etre detectee. 
Cependant, il existe d'autres systemes binaires qui evoluent sous Taction de la force de 
reaction de rayonnement gravitationnel. Les deux corps suivent des orbites de plus en plus 
proches qui deviennent circulaires. lis tournent done de plus en plus vite jusqu'a 100 Hz puis 
en 3 secondes jusqu'a 1 000 Hz avant la collision finale. C'est ce qu'on appelle la coalescence 
des binaires. Le rayonnement gravitationnel est tres intense durant ces dernieres minutes et 
il serait detectable par les interferometres. Le probleme est de connaitre le nombre probable 
de tels evenements par an dans notre amas de galaxies et dans les amas proches. 
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Chapitre 12 

Espaces-temps de la cosmologie 



12.1 Le probleme cosmologique 

Jusqu'a present nous avions considere des distributions materielles spatialement bor- 
nees. La metrique de l'espace-temps etait determinee par les equations d'Einstein, ayant 
pour source cette distribution materielle, en ajoutant les conditions aux limites du dia- 
gramme de Carter-Penrose assurant ainsi que l'espace-temps est asymptotiquement min- 
kowskien. 

Quand on decrit l'Univers, il est raisonnable d'admettre que la matiere occupe tout 
l'espace sinon il y aurait un espace-temps minkowskien, celui asymptotique, qui semblerait 
preexister a la distribution materielle. L'idee est que l'espace-temps decrivant l'Univers 
et la matiere sont intimement lies. Ce qui ne veut pas dire que celui-ci est completement 
determine par la matiere. 

Le probleme cosmologique consiste a determiner l'espace-temps decrivant l'Univers dans 
son ensemble. Vu la complexity des phenomenes physiques s'y deroulant, il est clair qu'il 
faut faire une idealisation. On determinera une structure globale de l'espace-temps de la 
cosmologie, caracterisee par une metrique g^ u , qui ne sera verifee qu'a une echelle suffisam- 
ment grande. Localement, a petites echelles, il y aura beaucoup d'irregularites. 

On part du principe que Ton peut schematiser le milieu materiel constituant l'Univers 
par un fluide continu de tenseur energie-impulsion T^ v . Nous considerons un fluide parfait 

T afi = (pc 2 + p)u a u p + pg a ^ avec u a u a = -1 

ou p est la densite de masse, p la pression et u a la quadri-vitesse du fluide. Dans l'Univers 
actuel, les particules de ce gaz sont aux dimensions de l'Univers : ce sont les galaxies, voire 
les amas de galaxies et on peut estimer que la pression de la matiere visible est negligeable, 
soit p — 0. Neanmoins, on estime que la plus grande partie de la distribution materielle 
de l'Univers n'est pas visible. En revanche dans l'Univers primordial, nous verrons que la 
temperature T est tres elevee et il n'y a plus que des particules elementaires. La notion 
de gaz a ainsi change. Les particules massives de masse m sont ultra-relativistes quand 
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mc 2 <C k B T et tout se passe comme si on avait un gaz de particules sans masse. La 
pression p r est alors donnee par p r c 2 /3. De plus, la densite de masse p r est proportionnelle 
a (a/2)(Nb + |iV/)T 4 ou Nf, et Nf sont respectivement les nombres de degres de liberte 
de spin pour l'ensemble des bosons et des fermions ultra-relativistes a la temperature 
T, a designant la constante de Stefan 1 . Cependant ces fluides ultra-relativistes peuvent 
coexister a des temperatures differentes s'ils n'ont pas d'interaction. 

II existe de toute fagon des particules sans masse comme le photon avec N b = 2. Ainsi 
le gaz de photons du rayonnement de corps noir a la temperature T a pour tenseur energie- 
impulsion 

Tf = ^-aT 4 u a U P + \aT 4 g al3 avec u a u a = -1. 

Quelles sont les observations cruciales sur l'Univers que fait actuellement un observateur 
terrestre? En realite, ces observations sont ramenees a un observateur fictif anime d'un 
certain mouvement par rapport a l'observateur terrestre. 

1. II voit la meme distribution materielle a une echelle suffisamment grande dans toutes 
les directions. Cette echelle n'est pas facile a evaluer mais serait au moins de l'ordre 
de 200 Mpc 2 . II trouve done que l'Univers est isotrope autour de lui. 

2. II observe un decalage vers le rouge des spectres des galaxies et autres objets comme 
les quasars apparamment proportionnel a leur distance d 

z= — - l^H x- (z > 0) 

v c 

ou H est la constante de Hubble, introduite en 1927, en notation astrophysique 

H = 100 h km . s" 1 . Mpc" 1 soit H, 1 = 9, 78 x 10 9 - annees. 

h 

Ces unites ont pour origine Interpretation en terme de vitesse de fuite des galaxies 
dans le cadre de l'effet Doppler classique. La valeur de H n'est pas bien connue car 
il est difficile d'evaluer d. On trouve actuellement l'intervalle 0, 6 < h < 0, 7. 

3. II observe un rayonnement electromagnetique de fond avec un spectre de corps noir 
a une temperature de 2,726 K, decouvert en 1965. Le rayonnement est isotrope a 
10~ 5 pres, une fois elimine son mouvement par rapport a ce un gaz de photons dont 
nous avons donne le tenseur energie-impulsion T" /3 '. Nous baignons dans ce qu'on 
appelle le fond diffus cosmologique 3 . Cependant avec le satellite COBE (COsmic 
Background Explorer), on voit des anisotropies. Pour analyser des correlations, on 
mesure la difference de temperature du fond diffus cosmologique entre deux directions 
faisant un angle donne puis on fait la moyenne dans le ciel. 

1 a = 7r 2 /c|/15c 3 fi 3 et a ~ 7,5641 x 10 -16 J . m~ 3 . K~ 4 . 

2 1 pc ~ 3 x 10 16 m soit 1 pc ~ 3 a.l. 

3 Cosmic Microwave Background en anglais, CMB. 
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4. II essaye d'evaluer la densite moyenne de masse p de l'Univers actuel. Ce n'est pas 
simple car toute la matiere n'est pas visible. Cependant il constate que p est au 
moins mille fois plus grand que la densite de masse du fond diffus cosmologique 
p 7 = aT 4 /c 2 , p 7 ~ 7 x 1CT 31 kg.m -3 . II peut aussi evaluer dans l'Univers actuel 
l'abondance relative des elements chimiques legers (H, D, He, ...). 

5. II determine l'age des structures les plus anciennes afin d'obtenir l'age minimun de 
l'Univers qui serait au moins de dix milliards d'annees mais sans doute plus. 

Pour construire les espaces-temps de la cosmologie, il faudra ajouter a ces elements 
observationnels plusieurs hypotheses cosmologiques. 

12.2 Observateurs fondamentaux et metriques cosmolo- 
giques 



D'apres les donnees observationnelles, il existe un observateur qui voit l'Univers isotrope 
au temps actuel t . 



Observateur 




t Q temps actuel 

\ 

\ 

\ 

\ 

x \ — — partie observee de l'Univers 




II faut bien realiser que cet observateur ne voit l'Univers sur le cone passe que durant un 
tres petit intervalle de temps par rapport a l'age de l'Univers. 

Nous allons faire deux hypotheses inverifiables en elles-memes mais la coherence et les 
consequences du modele que Ton peut alors construire en assurent la justification. 

1. Premiere hypothese cosmologique. 

II n'y a aucune raison pour que le temps actuel t Q d'observation de l'isotropie soit 
privilegie. Ainsi l'observateur, dit observateur fondamental, verrait l'Univers isotrope 
en tout temps de sa ligne d'Univers. 

Cela signifie que l'espace-temps est a symetrie spherique autour de chaque point 
de la ligne d'univers de l'observateur fondamental. Dans le systeme de coordonnees 
(x°,r, 9,<p) tel que r = decrit l'observateur, la metrique de l'Univers peut s'ecrire 
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Celle-ci doit etre reguliere en r = 0. Passons en coordonnees cartesiennes (x l ) asso- 
ciees a (r, 9, ip). La composante g 00 ne change pas. Calculons d(v = d r vdir = d r ux l jr. 
Dans la limite r — > 0, nous avons une expression bien definie si d r v = 0. Regardons 
maintenant la ligne d'univers de l'observateur fondamental en r = dont la quadri- 
vitesse a les composantes (e~ u ^ 2 , 0, 0, 0). Puisque le symbole de Christoffel Tq 
s'annule en r = 0, nous verifions que l'observateur fondamental suit une geodesique 
du genre temps. 

2. Deuxieme hypothese cosmologique. 

II n'y a aucune raison pour que la position de l'observateur fondamental soit privi- 
legiee. Ainsi il existe un flot de lignes d'univers d'observateurs fondamentaux dans 
tout l'Univers. 

On peut toujours supposer qu'il existe localement un systeme de coordonnees nor- 
males de Gauss (t, x l ) tel que la metrique s'ecrive 

ds 2 = -c 2 dt 2 + g ij (t,x k )dx i dx j 

dans laquelle les lignes d'univers x l = const, sont des geodesiques qui s'identifient aux 
observateurs fondamentaux. Puisque ceci est vrai globalement, l'espace-temps est le 
produit M x S ou S est une hypersurface du genre espace d'equation t = const. On 
appelle t le temps cosmologique. La metrique induite sur chaque £ est 

da 2 = g ij (t,x h )dx t dx j . 

Cependant, nous avons de plus l'information capitale que chaque observateur x % = 
const, voit l'Univers isotrope. 




Observateurs fondamentaux 




Exploitons les deux hypotheses cosmologiques. Pour t fixe, la metrique gij de S est 
a symetrie spherique par rappport a tous les points x l . Cela signifie que le tenseur de 
Riemann ne presente pas de direction privilegiee. La seule fagon d'ecrire un tel tenseur est 
la suivante 

Rijki = K(g ik gji — gjk9u)- 
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Par suite Rji = 2Kgji et R = 6K et la conservation du tenseur d'Einstein — \g%jR 
montre que K est une constante. On dit qu'on a un espace a courbure constante. Ces 
espaces ont le nombre maximun de symetries puisqu'ils possedent six vecteurs de Killing. 
Determinons les metriques de ces espaces sous la forme 

da 2 = e x ^dr 2 + r 2 (d9 2 + sin 2 9dip 2 ) 

pour un choix de coordonnee radiale r. La metrique est a symetrie spherique par rapport 
au point r = qui a ete choisi arbitrairement. La condition d'espace a courbure constante 
se traduit par les conditions 



dX 



-c 



-A 



2Kr et (l - e~ A ) = Kr 2 



dr 

qui conduisent a la metrique 

da 2 = l — -dr 2 + r 2 (d6 2 + sin 2 6d V 2 ). 

(1 — Kr 2 ) 

C'est une determination dans une carte ; il n'est pas exclu qu'on puisse l'etendre. 
II y a trois types d'espaces a courbure constante suivant le signe de K. On pose 

k 

K — — avec k = —1,0,1 
R 2 

ou R est une constante ayant la dimension d'une longueur. 

1. Espace a courbure negative k — — 1 

r 

Effectuons le changement de coordonnee — = sinhx avec < x < oo, en notant que 

R 

X est sans dimension ; la metrique devient 

da 2 = R 2 [d X 2 + sinh 2 X (d9 2 + sin 2 6d V 2 )] . 

On obtient l'espace hyperbolique H 3 . II est dit ouvert car son volume est infini. 

2. Espace a courbure nulle k = 

C'est l'espace euclidien a trois dimensions. 

3. Espace a courbure positive k — 1 

r 

Nous effectuons le changement de coordonnee — = sin% avec < x < 7r /2 mettant 

R 

la metrique sous la forme 

da 2 = R 2 [d X 2 + sin 2 X (d9 2 + sin 2 6d V 2 )] . 

Cependant l'intervalle de variation de x peut etre pris jusqu'a it assurant une exten- 
sion de cet espace. On obtient alors la sphere S* 3 qui est un espace ferme. 
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En realite, la description mathematique est plus complexe car nous avons implicitement 
suppose que la topologie de l'espace est simplement connexe, c'est-a-dire que tout lacet est 
homotope a un point. Par exemple dans le cas euclidien, nous pouvons former un tore T 3 
par identification des faces d'un cube. Le tore est localement euclidien mais la topologie 
globale est completement differente. Pour eliminer ces topologies, on peut invoquer un 
argument de simplicity 4 mais finalement c'est l'observation qui doit trancher. 

Revenons a l'espace-temps decrivant l'Univers. La quantite R constante sur chaque E va 
dependre du temps t. Dans le systeme de coordonnees (t, x, 8, f), la metrique cosmologique 
a la forme generale 



dans laquelle chaque hypersurface t = const, est un espace a courbure k/R 2 (t). On dit que 
l'espace-temps cosmologique est homogene et isotrope. Chaque ligne d'univers x — const., 
9 = const, et (p — const, est celle d'un observateur fondamental. Bien sur le choix x = est 
arbitraire. II reste une seule fonction R(t) a determiner qu'on appelle la fonction d'echelle. 
Le nom generique de ces espaces-temps est celui de Friedmann-Lemaitre-Robertson- Walker. 

L'Univers contient un fluide parfait qui est aussi homogene et isotrope. On comprend 
aisement qu'il ne soit pas en mouvement par rapport au fiot des lignes d'univers des ob- 
servateurs fondamentaux. Par suite, la quadri-vitesse du fluide a pour composantes 
(1, 0, 0, 0) et p et p sont des fonctions de t. 

Nous aurions pu envisager une troisieme hypothese cosmologique, idee premiere d'Ein- 
stein en 1917. II n'y a aucune raison pour que l'Univers soit different au cours du temps 5 . 
Cela signifie que la metrique cosmologique doit etre statique et la fonction R(t) etre une 
constante R$. Nous verrons que l'observation elimine cette possibilite. 

12.3 Effet Hubble du decalage vers le rouge 

II faut verifier que ces metriques cosmologiques expliquent la loi de Hubble dans le 
cadre des theories metriques de la gravitation. II faudrait tenir compte du mouvement de 
la galaxie emettrice, ou d'un autre objet, et de celui de l'observateur terrestre par rapport 
aux lignes de courant du fluide cosmologique. Pour simplifier nous prenons pour remission 
une ligne de courant x — Xe, Q = # e et <p = ip e , de quadri-vitesse = 5ft. Sans perte de 
generality, nous choisissons pour le recepteur la ligne de courant Xo = 0, de quadri-vitesse 



4 En 1917, de Sitter pensait que l'espace E le plus simple pour k = 1 est l'espace projectif reel MP 3 . 
5 I1 voulait aussi que les hypersurfaces t — const, soient fermees, k = 1, et cela impose A > en theorie 
d'Einstein de la gravitation. 



ds 1 = -c 2 dt 2 + R 2 (t) [d X 2 + or 2 k ( X )(d9 2 + sin 2 9dp 2 )] 



avec 




sinh x k — — 1 0<x<oo 
X k = 0< X <oo 
smx k = 1 0<x< 7r 
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La lumiere joignant remission et la reception suit une geodesique du genre lumiere de 
vecteur de propagation pour un parametre afiine A. Les frequences d'emission, d'obser- 
vation et le decalage vers le rouge sont respectivement 



v e oc g^vk^u" , v oc g^k^u^ et z = 1. 

A cause de la symetrie spherique autour de Xo = 0, la trajectoire de la lumiere est radiale 
en 6 = 6 e et tp = <p e . La geodesique a pour equation parametrique t(X) et x(A) et le 
vecteur-derivee satisfait 

-c 2 ^ 1 ) 2 + R 2 {t{\){k*) 2 = 0. 

Pour calculer les frequences il suffit de connaitre la composante k l . L'equation de la geo- 
desique peut s'ecrire 

On prefere determiner k t en fonction de t. Aussi on pose 

k tdh = c 2±d 2 ^ c 2 k t 
dt Rdt y ' 

qui permet de conclure que la valeur de la composante k l en t est [Hit)]' 1 a un facteur 
constant pres. Par consequent, le rapport des frequences est 

^ K R(t ) 

et amsi 1 + z - 



v Q kl ' R(t e y 

L'observation montre que les galaxies et les objets lointains ont des raies spectrales 
decalees vers le rouge, c'est-a-dire z > 0. Par consequent, nous avons R(t e ) < R(t ) et 
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l'Univers est en expansion. Par consequent la loi de Hubble exclut le modele statique 
d'Einstein. Les quasars observes les plus lointains ont z ~ 5. 

Si on connaissait le facteur d'echelle R(t) on aurait un moyen de reperer les galaxies. 
Cependant dans un voisinage de l'observateur fondamental, il est clair qu'en premiere 
approximation la "distance" d a laquelle se trouve la galaxie emettrice est c(t — t e ). Dans 
ce cas nous obtenons la formule simple 



1 d „ 

Z « —-rR 

Rdt 

ou Hq est la constante de Hubble 



, . d 

(t a — t e ) SOlt Z RS Hq X - 

t=t a c 



12.4 Relation entre luminosite apparente et luminosite 
absolue 



Un des buts de la cosmologie est de determiner par l'observation Failure de la fonction 
d'echelle R(t). On l'obtient en trouvant des relations entre des observables d'objets loin- 
tains. Nous allons prendre l'exemple de la relation qui existe entre la luminosite apparente 
et le decalage vers le rouge pour une luminosite absolue donnee 6 . On peut en deduire une 
definition de la distance de cet objet mais il doit etre clair qu'il s'agit d'une convention 
servant de support a notre imagination. 

Nous avons deja etudie l'optique geometrique en theorie metrique de la gravitation. 
Pour une onde electromagnetique representee par dans la jauge de Lorentz, nous avons 
montre que le vecteur de propagation est geodesique et que a^k^ = 0. On appelle 
a = (aofloAt) 1 ^ 2 l'amplidude de l'onde. On verifie que l'ordre en uj de l'equation determinant 
le potentiel electromagnetique N 1 conduit a 

{a 2 k») = 

qui est equivalent a la loi de conservation du nombre de photons a 1' approximation de 
l'optique geometrique. Compte tenu de l'expression du tenseur energie-impulsion du champ 
electromagnetique, le tenseur energie-impulsion de l'onde est 

oc cPWW 

qui satisfait V M T M ^ = a cette approximation. 

Considerons un observateur C de quadri-vitesse u^. La densite d'energie electromagne- 
tique pour cet observateur est T^u^Uy. Pour une onde il observera un flux d'energie dans 

6 On utilise en fait les magnitudes apparentes et absolues des objets. 



143 



la direction de propagation n M [w] de l'onde egal a la densite d'energie. Par consequent, nous 
appelons luminosite apparente de la source lumineuse pour cet observateur la quantite 

l[u] = -cT^u^n v [u}. 

Plagons nous dans l'espace-temps cosmologique. L'objet, suppose ponctuel, est en Xe = 
et il emet des ondes spheriques. Les geodesiques radiales du genre lumiere ont un vecteur 
tangent 

'R(Q R(t e ) 



ou t e est le temps d'emission. II est proportionnel a un facteur constant au vecteur de 
propagation. La direction de propagation est n^u] = (0, R(t), 0, 0). Par consequent la 
luminosite apparente de l'objet vue par un observateur en x = Xo au temps t Q est 

2 R 2 (t e ) 

o0CO R*(t y 

L'amplitude a au cours du temps de l'onde spherique s'obtient par integration de l'equation 
verifiee par a 2 /c M ; on trouve 

a 2 4( X )R 2 (t) = C 

ou C est une constante pour l'instant arbitraire. Pour un observateur u v e a la position de 
la source, nous integrons le flux d'energie sur une sphere de rayon infinitesimal dans son 
espace. Nous appelons done luminosite absolue la quantite 

L e = — lime / T UfJ- u ei/ nJu e ]R 2 (t e )al(x) sin 9 d9d(f 
\ " .Is - 

et par suite L e oc 4ttC. Nous obtenons ainsi la relation entre la luminosite apparente et la 
luminosite absolue 

R (t e )L e 
° ~ AnR^t )a 2 ( X oY 

On definit par convention la distance-luminosite d L (z) par l = L e /4:7id 2 L (z) qui generalise 
la relation en espace-temps minkowskien. La connaissance de d^z) est equivalente a celle 
de R(t). 

A partir de la definition de z on obtient immediatement le developpement suivant 
z = H Q (t - t e ) + (1 + ^q )H 2 {t o - t e ) 2 + ■■■ 
ou go es t le parametre de deceleration defini par 



1 d 2 
q ° ~ ~R(t )H 2 W 



t=t a 
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En inversant, on determine t Q — t e en fonction de z 

If. 1 . 
t Q -t e = —z I 1 — (1 + -qo)z + 

II reste a calculer \o par l'equation de la geodesique du genre lumiere 

H ° dt 



Xo = C 



R(t) 

Puisque a k (x) = X + 0(x 3 ), nous avons finalement la relation approchee 

io = ^[l + (-l + ft> + -]- 

L'observation de l et de z des objets dont on suppose connaitre L e , ce qui est un probleme 
difficile en astrophysique, permet de determiner les parametres cosmologiques H et q . 
Bien stir pour de petites valeurs de z on retrouve la loi de Hubble <1l{z) ~ cz/Hq. 

12.5 Modeles cosmologiques et evolution de l'Univers 



Grace simplement aux deux hypotheses cosmologiques, la forme de la metrique de 
l'espace-temps decrivant l'Univers a ete determinee sans utiliser les equations de la gravi- 
tation. Celles-ci devraient nous donner des informations supplementaires. Ecrivons les equa- 
tions d'Einstein avec constante cosmologique A puisque meme petite elle peut avoir une 
grande influence sur revolution de l'Univers 

1 8ttG 

ou T^y est le tenseur energie-impulsion du fluide cosmologique qui sert a schematiser la 
distribution materielle. Introduisant la forme de la metrique dans ces equations, nous ob- 
tenons que la forme du tenseur energie-impulsion du fluide cosmologique est celle d'un 
fluide parfait de densite de masse p et de pression p dans lequel la quadri-vitesse a les 
composantes 5q . La densite de masse p et la pression p sont donnees par 



, , fdR\ 2 \ 8ttG 



c 2 R 2 \ \dt J ) " c 2 

1 (ld 2 R 1 URV kc 2 \ _ 8ttG 
~^\R^ + R 2 \dT) + ~R 2 ) + ~~^ P ' 

Si on admet une equation d'etat p(p) alors on pourra determiner la fonction d'echelle 
R(t) dans les cas k — — 1, 0, 1 pour chaque valeur de la constante cosmologique A. 
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Nous notons que la loi de conservation V M T^ = s'ecrit 

dp / p \ 1 dR 

On en deduit que si la pression est nulle alors p oc 1/i? 3 au cours du temps. En revanche 
pour un gaz de particules ultra-relativistes ou bien de particules sans masse on obtient 
p r oc 1/Rf au cours du temps. 

Recrivons la premiere equation d'Einstein a l'aide de notations specifiques. En effet, 
une fois connue la constante de Hubble H , on definit la densite critique pc 

Pc = J^U 2 x 1(T 26 /> 2 kg.m- 3 . 
On introduit les parametres sans dimension 

PC 

ou po est la densite de masse actuelle au temps t et 

o _ Ac 2 

On obtient alors 

kc 2 

Un des problemes en cosmologie est de savoir evaluer Q . Aux dernieres nouvelles, il 
serait en gros la somme des contributions suivantes : 

0, 01 d'apres la matiere visible 
n ~ { 0, 1 avec en plus la matiere sombre baryonique 

0, 3 avec en plus les formes non baryoniques de la matiere sombre 

Ainsi, la plus grande part de la matiere n'est pas visible. II y a beaucoup de matiere 
sombre. Les neutrinos massifs font partie des formes non baryoniques de la matiere mais 
bien d'autres speculations issues de la theorie des particules elementaires sont possibles. 
Si Ton souhaite que + — 1 pour des raisons sur lesquelles nous reviendrons, alors il 
existe une constante cosmologique avec £7a ~ 0, 7 7 . 

La deuxieme equation d'Einstein fournit des informations supplementaires 

2g + 2n A = n + 8 -^ 

c n 



7 On a A = 8ttG^}\pc / c 2 dont la valeur numerique donne la borne superieure sur A precedemment 
donnee, A w lO" 122 l P 2 . 
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si Ton a une determination de q par l'observation des decalages vers le rouge. Un cas 
favorable serait p = 0. Cependant, on peut imaginer que la matiere ait une pression 
negative si le tenseur energie-impulsion est celui de champs cosmiques. 

Derivons une autre relation en formant pc 2 + 3p a partir des equations d'Einstein 

3 1 d 2 R AttG , 2 

L'hypothese physique sur la matiere usuelle que pc 2 + 3p > 8 conduit dans le cas A = 
au fait que la derivee seconde de R est negative, R(t) < 0. II en resulte que si R(t ) > 
au temps actuel t comme le montre l'observation alors R(t) s'est annule dans le passe en 
un temps que Ton prend pour origine. Nous notons que t Q est alors toujours plus petit que 
1/H . En t = 0, le tenseur de Riemann est singulier et l'espace-temps ne peut pas etre 
prolonge au-dela. La densite de masse p devient egalement infinie. C'est ce qu'on appelle le 
big bang qui semble inevitable dans le cadre de la relativite generale avec A = 0. Cependant 




cet argument n'est pas decisif puisque Ton pense actuellement que A ^ 0. 

L'espace-temps cosmologique definissant par lui-meme le temps t dire qu'il n'existe pas 
avant t = n'a pas vraiment de sens. De toute fagon la gravitation quantique doit intervenir 
avant le temps de Planck tp et on evite ainsi, au moins du point de vue classique, de se 
poser la question : qu'est-ce qui se passe avant ? 

Sous ces hypotheses, l'Univers est ulterieurement en expansion et l'expansion est en de- 
celeration. Cependant en presence d'une constante cosmologique ou d'un champ cosmique 
l'Univers pourrait etre en acceleration comme semble-t-il observe vers z — 1. 

Si dans l'Univers la pression p est nulle alors nous pouvons explicitement determiner le 
facteur d'echelle R(t) en supposant la constante cosmologique nulle. L'equation differen- 
tielle a resoudre est 

2d 2 R 1 fdR\ 2 kc 2 

dont on sait determiner la solution generale. 

8 C'est une consequence de la condition d'energie forte (T^ u — ^g^T)^^ > pour tout w M tel que 

U^Uf, = -1. 
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1. Dans le cas k — — 1, on trouve une expression implicite de R(t) 

R(i/j) = ao(cosh-?/> — 1) et t(ip) = ao(sinh^ — ip). 

2. Dans le cas k = 0, on trouve explicitement 

R(t) = a t 2/3 

qui definit l'espace-temps d'Einstein-de Sitter. Nous l'avons deja rencontre dans 
l'etude de l'effondrement gravitationnel d'une boule de fluide sans pression. 

3. Dans le cas k = 1, on trouve une expression implicite de R(t) 

R{jp) = ao(l — cos^) et t(ip) = a (tp — sin ip). 

* k=-l 




Naturellement lorsque t — > nous retrouvons le big bang. Cependant l'Univers pri- 
mordial ne peut pas etre schematise par un fluide sans pression. Apres le big bang, nous 
voyons que ces modeles cosmologiques entrent dans une phase d'expansion puisque le fac- 
teur d'echelle croit avec le temps. Cependant revolution future de l'Univers depend du 
signe de k. Pour k = — 1 et k = 0, il y a une expansion infinie. En revanche pour k — 1, le 
facteur d'echelle va de nouveau tendre vers 0. Ce serait le big crunch. On pourrait imaginer 
un eternel recommencement de l'Univers. Dans le cas general l'analyse de Failure de R(t) 
depend de la valeur de la constante cosmologique. 

Pour reconstituer l'histoire de l'Univers primordial la theorie des interactions fonda- 
mentales est essentielle, en particulier l'hypothetique theorie de la grande unification GUT 
(Grand Unified Theory) a 10 15 GeV. Vu les tres grandes energies en jeu, on estime que le 
tenseur energie-impulsion est celui d'un gaz de particules ultra-relativistes a la temperature 
T. Quand k = et A = 0, les equations d'Einstein s'integrent pour donner 

Rr(t) = b r t 1/2 

qui est egalement le comportement asymptotique pour t — > dans les cas k — ±1. De plus, 
puisque p r oc T 4 et p r oc l/Rj, nous avons 

TR r = constante. 
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Ainsi on parle souvent de big bang chaud puisque la temperature augmente quand on 
remonte dans le passe. 

Nous n'allons pas etudier revolution de l'Univers primordial quand celui-ci se refroidit. 
Nous signalons simplement la nucleosynthese primordiale aux alentours de 10 9 K, quelques 
minutes apres le big bang, durant laquelle se constituent les noyaux d'atomes legers. 

Une etape tres importante de revolution de l'Univers se situe a environ 3 000 K quand 
son age est de l'ordre de 300 000 ans. Un peu avant ce temps les photons et le gaz de 
noyaux et d'electrons sont a l'equilibre thermodynamique. Les energies en jeu diminuant il 
y a recombinaison : les noyaux et les electrons forment des atomes, essentiellement de l'hy- 
drogene et de l'helium. Les photons peuvent alors se propager librement. II y a decouplage 
entre le rayonnement, gardant un spectre de corps noir, et la matiere. C'est l'hypersurface 
de derniere diffusion a t = t d correspondant a z ~ 1 000. Apres ce temps, on peut considerer 
que le tenseur energie-impulsion de la matiere proprement dite et celui du rayonnement 
de corps noir sont separement conserves. Ainsi, la loi de conservation s'applique a p 7 et p 7 
pour le facteur d'echelle R(t) et done p 7 decroit plus rapidement que p. Par consequent, 
p 7 et p 7 ne contribuent presque plus au T^ u source des equations d'Einstein et le facteur 
d'echelle R(t) est determine par la matiere dans l'Univers actuel. On dit que l'Univers 
est domine par la matiere. Le fond diffus cosmologique observe est ce gaz de photons qui 
conserve un spectre de corps noir mais dont la temperature T oc 1/R en vertu de la loi 
de conservation de p 7 et p 7 exprimee en fonction de T. Elle diminue done au cours de 
revolution de l'Univers. 

L'observation du fond diffus cosmologique est consideree comme la preuve eclatante 
que l'Univers a ete plus chaud dans le passe que de nos jours. 



Nous avons etudie la propagation de la lumiere dans l'espace-temps cosmologique. Pour 
un observateur en Xo = observant au temps t Q , la lumiere a ete issue du point (t e , Xe) 
verifiant 



Si cette integrale converge quand t e — > 0, l'instant du big bang, alors il y a un horizon des 
particules. Les objets au-dela de la valeur limite Xe sont inobservables. 

En realite la lumiere ne peut se propager qu'apres le temps td definissant l'hypersurface 
de derniere diffusion. Les photons du fond diffus cosmologique que Ton detecte ont ete emis 
en ce temps t d a une certaine position (% e , 9 e , ip e ). Pour voir bien clairement ce point, nous 
definissons la coordonnee sans dimension r\ en fonction de t par 



12.6 Horizon des particules et densite critique 
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qui permet d'ecrire la metrique de l'espace-temps cosmologique sous la forme 

ds 2 = R 2 (r]) [-dr] 2 + d X 2 + a 2 k ( X )(d9 2 + sin 2 9dip 2 )] . 

Dans ces coordonnees, les trajectoires radiales de la lumiere, 9 = 9 e et ip = ip e sont 
representees par les droites a 45°. Nous avons represents sur le diagramme les directions 
opposees d'observation. 

a n 




big bang 



Puisque dans l'Univers primordial on a R r (t) oc t 1/2 l'integrale converge quand t — > 
et ainsi le big bang est en un temps i] fini que Ton peut prendre comme origine. On trouve 

Rr (rj) oc T). 

Pour simplifier, nous supposons que le facteur d'echelle est at 2 / 3 pour t < t d et bt 1 ^ 2 
pour t > td avec la condition de continuity at 2 J 3 = bt^ 2 . Nous introduisons 




qui donnent l'horizon des particules soit de t Q soit du big bang t = sur l'hypersurface de 
derniere diffusion. Une simple manipulation montre que 

Vm 3 / t Q \ L/3 

— S3 - — ~ 100. 

Vr 2 \t d J 

150 



Par consequent, des regions de l'hypersurface de derniere diffusion sont causalement decon- 
nectees depuis le big bang. II se pose alors la question : comment expliquer que ce rayon- 
nement apparaisse actuellement isotrope puisqu'il n'a pas eu de passe commun ? Bien sur, 
on peut dire que l'Univers s'est cree parfaitement homogene et isotrope et comme une 
consequence que le fond diffus cosmologique est aussi homogene et isotrope. 

Une autre question a suscite l'interet : comment se fait-il que la densite de l'Univers 
soit voisine de la densite critique pc ? En effet introduisons les fonctions suivantes 

"w = m*w et °w = S avec pc{t) = ^ 

De la premiere equation d'Einstein, avec A = pour simplifier, nous obtenons 

m ~ 1 = E?(t)H*(ty 

Suivant que l'Univers est domine par la matiere ou la radiation nous avons respectivement 

ft(t) - 1 oc t 2/3 ou Q(t) - 1 oc t 

Par consequent a titre d'exemple, la comparaison pour t = 10~ 34 s et pour le temps actuel 
t Q , environ 3 x 10 17 s, donne 

\Q(t = 10~ 34 s) - 1| w 10^ 50 x |Q - 1| ■ 

Ainsi l'Univers se serait cree quand t — > avec Q(t) excessivement voisin de un pour obtenir 
le fl actuel. 



12.7 Inflation et espace-temps de de Sitter 

Pour evacuer ces problemes, on a recemment propose que l'Univers puisse avoir eu une 
phase inflatoire. Pour des raisons quantiques a 10 14 GeV, l'Univers a la fin de la grande 
unification, environ a 10~ 34 s, aurait eu un tenseur energie-impulsion de type fluide parfait 
avec p ~ —pc 2 durant 10~ 32 s (tout ceci a des facteurs 10 pres). 

Prenons la peine d'exposer un modele-jouet de theorie des champs qui conduit a l'in- 
flation. On suppose qu'il y a un champ scalaire reel <fi de lagrangien 

En variant par rapport a la metrique nous determinons le tenseur energie-impulsion 

Tpi, = d^dA - 9^ (\g aP d a <t>dp(t> + V (<!>)) . 
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Dans le cas particulier de la metrique cosmologique, le champ scalaire ne depend que du 
temps. Nous trouvons alors que les composantes du tenseur energie-impulsion sont 

Tt = -^ 2 -V{<P) et T; = 5*^-V(^. 

Pour k = les equations d'Einstein se reduisent a 

et l'equation du champ scalaire est 

•; 3 • ■ 7 dV 

On voit bien que si l'energie cinetique du champ est negligeable devant l'energie po- 
tentielle alors on a bien un tenseur energie-impulsion de la forme d'un fluide parfait avec 
pc 2 pa —p. C'est ce qu'on appelle le regime de roulement lent. Tout se passe comme s'il 
y avait une constante cosmologique A e jj ps 8nGV(0)/c 2 . Au cours du temps elle varie 
lentement car dans cette situation V((j>) ~ V(0). Toutefois, elle disparait quand le champ 
4> atteint son minimum en V = 0. 

Contentons nous de resoudre les equations d'Einstein dans le cas k = pour A e //. Nous 
trouvons aisement que le facteur d'echelle a pour expression 



Ri(t) = aiexpHit avec Hi = c 

Ainsi l'expansion de l'Univers est en acceleration puisque R(t) > et meme exponentiel- 
lement. 

Compte tenu des valeurs numeriques admises en inflation, on aurait grosso modo H ~ 
10 34 s -1 et tf — ti ~ 10 -32 s et done Hi(tf — ti) ~ 100. II en resulte un accroissement 
gigantesque du facteur d'echelle durant cette phase inflatoire 

^ =expHi(t f -U) soit §-~ 10 43 . 
Hi Ki 

Examinons l'horizon des particules en ff pour la valeur tj. Elle est donnee par 




(exp(-Hiti) - exp(-Hit f )) 



De la meme fagon que precedemment, nous faisons un raccordement en t = tf en imposant 

1 /2 

btj = ai exp Hitf. Le calcul du rapport r] r /r]i montre qu'il devient excessivement petit. II 
en resulte qu'il n'y a plus de probleme d'horizon des particules. 
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Voyons la situation avec la coordonnee rj. Durant la phase inflatoire le facteur d'echelle 
a pour expression 

Ri(v) — — - avec — oo < rj < 
V 

Ainsi dans la representation avec la coordonnee i] de l'espace-temps cosmologique, l'infla- 
tion recule le big bang et nous voyons que les directions opposees d'observation ont alors 
une intersection causale. 



<r 

INFLATION 




big bang % 



Examinons maintenant le probleme de la densite critique. Dans cette phase inflatoire 
avec k — 0, nous avons evidemment Q(t) = 1. Cependant, il se peut que l'Univers ne se 
soit pas cree avec k — 0. II faut dans ce cas integrer les equations d'Einstein durant la 
phase inflatoire avec k = ±1. Respectivement pour k — 1 et k — —1, nous trouvons 

Rf\t) = 4~ cosh H i(t - to) et R^it) = 4~ wnhHrit - t ). 

Nous pouvons alors determiner explicitement Q(t). Entre le debut et la fin de la phase 
inflatoire, nous trouvons grosso modo 

VLi « lO 86 ^/. 

Ainsi meme si n'est pas voisin de un, nous aurons flf tellement voisin de un que Ton 
peut penser que de nos jours nous devrions effectivement avoir fi — 1- 

Cette theorie de l'inflation a eu un succes considerable dans un schema evidemment plus 
complexe que celui que nous venons d'exposer. La densite d'energie de l'Univers actuel, 
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incluant la contribution de la constante cosmologique, devrait etre egale a la densite cri- 
tique. Une consequence importante est que les fluctuations primordiales seraient produites 
par un mecanisme d'origine quantique. Elles conduiraient ensuite aux perturbations clas- 
siques de l'Univers qui donnent naissance aux grandes structures. Ces hypotheses seraient 
testables par l'etude des anisotropies du fond diffus cosmologique qui ont ete recemment 
detectees par le satellite COBE et qui vont faire l'objet d'autres experiences satellitaires 
comme PLANCK. 

Prenons la peine pour terminer de faire l'etude geometrique de l'espace-temps cosmo- 
logique de la phase inflatoire dont pour k = nous rappelons la metrique 

ds 2 = -c 2 dt 2 + exp 2Ht [dr 2 + r 2 (d6 2 + sin 2 0d V 2 )] 

en posant H = Hi et en absorbant aj dans une redefinition de la coordonnee t. Elle decrit 
localement un espace-temps a courbure constante positive puisqu'on verifie que 

Rfiupa = g (fi7tp5W QvpQ[ia)- 

Nous effectuons le changement de coordonnees 

1 / H 2 \ R 
t = T+— lull -R 2 ) et r= . ^exp(-HT) 

defini dans l'ouvert < R < c 2 / H 2 . La metrique prend alors la forme statique suivante 

? R2 ) ir ' + ^ 



ds 2 = -c 2 1 - ArR 2 dT 2 + — — dR 2 + R 2 (d6 2 + sin 2 Odtp 2 



\--rR 2 

& 

Tout l'effet de l'expansion cosmologique venait du fait que nous privilegions les hypersur- 
faces t(T, R) = const, de cet espace-temps. 

Du point de vue geometrique, l'espace-temps a courbure constante positive s'appelle 
l'espace-temps de de Sitter 9 . Dans le systeme de coordonnees (t, x, 0, <p) avec < x < 71 ^ 
la metrique de de Sitter s'ecrit 

c 2 

ds 2 = -c 2 dt + — cosh 2 Hi [d X 2 + sin 2 X (d6 2 + sin 2 6dip 2 )] . 

Nous remarquons que la topologie est M x S 3 puisque les hypersurfaces i = const, sont 
des spheres S 3 . Cet espace-temps a le nombre maximun de symetries puisqu'il possede dix 
vecteurs de Killing. 

Le systeme de coordonnees (t,r,9,ip), initialement introduit, ne recouvre que la moitie 
de l'espace-temps de de Sitter puisque nous avons le changement de coordonnees 



_ cosh Ht sin y 

r{t,x) 



cosh Ht cos x + sinh Ht 



3 Le cas de la courbure constante negative definit l'espace-temps d'anti-de Sitter. 
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t(t, x) — -jj In (cosh Ht cos x + sinh Ht) 

dans l'ouvert de l'espace-temps de Sitter defini par cosh Ht cos x + sinh if £ > 0. Nous 
notons que l'hypersurface correspondant a t = — oo est du genre lumiere. Elle coincide 
avec l'hypersurface R = c/H dans les coordonnees (T, R,9,ip). Ainsi, un observateur de 
ligne d'univers R = ne peut pas voir au-dela de la surface R = c/H. Ceci est vrai pour 
tous les points de l'espace-temps de de Sitter. II y a done un horizon mais qui est dependant 
du choix d'un observateur. 

Usuellement, on represente l'espace-temps de de Sitter comme etant une hypersurface 
dans un espace minkowskien a cinq dimensions. Celle-ci a l'equation d'un hyperbolo'ide 



-(X ) 2 + (X 1 ) 2 + (X 2 ) 2 + (X 3 ) 2 + (X 4 ) 2 = 

En fonction des parametres (t, x, 9, </?), son equation est 

H H H 

— X° = sinhiJt , — X 1 = cosh Ht cos x , — X 2 = cosh Ht sin x cos 9 , 

c c c 

H H 

— X 3 = cosh Ht sinh x sin 8 sin (p et — X 4 = cosh Ht sinh x sin 6 cos (p. 

c c 

La metrique induite en coordonnees (t, x, @,<p), notees (x 11 ), a pour expression 

dX A dX B , A „ 

^ = ^-^r-^r (A5 = o,...,4) 

et elle est bien celle de de Sitter. 

Dans cette representation, nous voyons bien que le systeme de coordonnees (t, r, 9, ip) 
ne decrit qu'une moitie de l'espace-temps de de Sitter puisque 

iJt = ln^(X° + X 1 )^ avec X° + X 1 > 0. 



,2 
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const, (espace euclidien R 
= -oo 

t = const, (sphere S ) 
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Annexe A 

Complements de geometrie et de 
relativite generale 



A.l Algebre exterieure et differentiation exterieure 



Soit E un espace vectoriel reel de dimension n. On appelle p-forme une forme p-lineaire 
alternee de E. C'est done un tenseur p fois covariant completement antisymetrique. L'en- 
semble des p-formes constitue un espace vectoriel /\ E. On note que /\ E = M. 

Soient p 1-formes, e'est-a-dire des formes 1 , . . ., (fi p . On definit le produit exterieur de 
ces p formes comme etant la p- forme definie par sa valeur sur p vecteurs X 1: . . ., X p suivant 
la formule 

(0 1 A • • • A P ) (X u ...,X p ) = e h ,... i J h (X 1 ) ■ ■■<t> i *{X p ) 

ou e^...^ est le symbole de Levi-Civita. 

Soit e l une base de E*. A l'aide du produit exterieur, on construit une base de f\ p E 
formee de 

e %1 A ■ • • A e lp avec 1 < % x < . . . < % v < n. 

La dimension de f\ p E est done C^. Ainsi, p < n et la dimension de f\ n E est un. Une 
p-forme ou s'exprime dans cette base 

uj = oJ < i 1 ...i p >e %1 A • • • A e lp 1 < h < . . . < i p < n 

ou les w < j 1 ...j p> s'appellent les composantes strictes de uj. II faut faire attention que les 
composantes strictes ne se transforment pas comme celles d'un tenseur. 

II est commode d'introduire une generalisation du symbole de Levi-Civita. On defi- 
nit e£ comme valant 1 si ji . . . j p est une permutation paire de i\ . . .i p , —1 pour une 
permutation impaire et autrement, en formule 



= det 



(A.l) 
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On note que t\ = 8) et que e-;- p ^ = e h ... ip . 

On peut alors recrire les elements de la base sous la forme 



e h A • • • A e ip = e^'V' 1 <8> • • • <8> e jp . 



Par suite, en tant que tenseur p fois covariant, les composantes covariantes de u> sont 
Dans la pratique, on ecrit 



Wh...i p — e i 1 ...i„ UJ <ji-j P >- 



u= —.uji^.ij 1 A ■ ■ ■ Ae ip . 
pi 

On a la notion de produit exterieur d'une p-forme a de compsantes a:^...* et d'une 
(/-forme (3 de composantes /^...j . On definit la p + g-forme par la formule 

(«A/3) n ... lp+9 = ^<;;;^^,., p /3 fe ,.. feq . 

On note l'identite 

a A/5 = (-l) M ^Aa. 

On peut bien sur definir des champs de p-formes dans un espace affine et plus ge- 
neralement sur une variete differentiate. Pour un systeme de coodonnees (x l ), la base 
canoniquement associee des formes est formee des dx l . On rappelle qu'on ecrit e 1 pour une 
base quelconque des formes afin de bien les distinguer. 

Soit une p-forme a qui s'ecrit 

a = i dx n A • • • A dx lp . 

pi "' p 

La differentielle exterieure de a est une (p + l)-forme definie par 

da = —fiiOL;, i dx j A dx n A • • • A dx lp 
I j ii. ..i p 

que Ton recrit 

A n — \ Jii-ip fl. n . ■ dr kl A • ■ ■ A dr kp+1 

(p + 1)! fe i- fc p+i 3 A A ax 

Ainsi, les composantes de cfa sont 

(^fci-^i = 4l:Z +1 d j a h---ip- 

On note l'identite 

d(a A (3) = da A (3 + {-l) p a A d/3. 
Enfin, on a la propriete fondamentale 

d 2 a = 0. 

Reciproquement, si une p-forme (3 satisfait d(3 = alors il existe au moins localement une 
(p — 1) -forme a telle que (3 — da. 

On a aussi la notion de p-formes a valeurs dans un espace vectoriel M. C'est un element 
de M® /\ E. Soit une base de M, on a $ = <g> a A ou les a A sont des p-formes. La 
differentielle exterieure de $ est rf$ = <g> da A . 
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A. 2 1-forme de connexion 



Soit une variete differentiable munie d'une metrique g et soit une base orthonormee 
formee des champs de vecteurs (a = l,...,n). A titre d'exemple, on prend comme 
metrique r\ab dans la base e„. Une base duale est constitute des 1-formes e- definies par 

4 = v b - a -9iA 

dans un systeme de coordonnees On remarque que les e- s'interpretent comme des 
1-formes a valeur vectorielle. 

On considere une connexion metrique V, c'est-a-dire telle que la derivee covariante de 
la metrique est nulle. On definit la 1-forme connexion uj- a par sa valeur sur un vecteur X 

V x ea = ui(X)e b _. 
En coordonnees, cette formule devient 

En contractant par ef, on obtient 

br-j j b 

Abaissant l'indice b, la relation e^Vje^ = — e^V^e^ montre que la 1-forme connexion 
metrique uiba est antisymetrique en a et b. Elle s'interprete alors comme une 1-forme a valeur 
dans l'espace vectoriel des matrices u- a ayant cette propriete d'antisymetrie qui constitue 
l'algebre de Lie du groupe de Lorentz, le crochet etant le commutateur des matrices. 

II est possible de changer de base orthonormee par une transformation de Lorentz 
ta = (x l )em'- On trouve que la loi de transformation de la 1-forme connexion est 

On peut se limiter aux transformations de L (n). 

Cependant, a partir de la 1-forme connexion, on peut construire une 2-forme R- a a 
valeur tensorielle en posant 

R\ = du\ + 4 A uj% 
comme on peut le verifier a la main en effectuant une transformation de Lorentz, 

On l'appelle la 2-forme de courbure. En coordonnees (x l ), on a 
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On retrouve le tenseur de courbure sous la forme 

7-)fe n b n b . b c be 

R ~aij = d i U fa ~ d 3 U i~a + ^fc^fa ~ Vfc u Ca- 

On remarque que le tenseur Rbaij est antisymetrique en a et b puisque la connexion est 
metrique. Les composantes du tenseur de courbure dans le repere naturel sont R\^ = 

La differentielle exterieure d'une p-forme a valeur tensorielle n'est pas une (p + 
l)-forme a valeur tensorielle, e'est pourquoi on a introduit la differentiation exterieure 
covariante, notee D, definie par 

(mt = d ®t + ^i A H: + ■ ■ ■ - 4 A ®t 

qui assure que est une (p + l)-forme a valeur tensorielle. On note l'identite 

(£> 2 *)*" = R\ A $f: + • • • - R% A $§;;; - • • • . 
On definit alors la 2-forme de torsion T- a valeur vectorielle par la formule 

T- = De^. 

En coordonnees (x l ), on a 

T- = -TfAx 1 A dx j . 
On retrouve le tenseur de torsion sous la forme 

Ta r\ a o a i a c a c 

ii = die J ~ d ^ + ^3 - 

conduisant dans le repere naturel aux composantes T\- = e^Tj-. 

La 2-forme de torsion et la 2-forme de courbure constituent la geometrie fondamentale 
d'une 1-forme de connexion metrique. Ces deux 2-formes satisfont les deux identites de 
Bianchi 

DT- — R- c A e- et DR\ = 

qui generalisent celles indiquees precedemment pour le tenseur de Riemann d'une connexion 
riemannienne, e'est-a-dire telle que la torsion T- est nulle. 



A. 3 Equation de Dirac en espace-temps courbe 



II faut d'abord definir les champs de spineurs sur un espace-temps courbe V muni 
d'une metrique g. Dans un systeme de coordonnees (x^ 1 ), nous aurons besoin des elements 
7° d'une algebre non commutative satisfaisant 



7 



V + 7V = -2g ap Id 
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ou Id est l'unite de l'algebre. Cette condition definit de fait en chaque point x de V 
l'algebre de Clifford C de l'espace tangent T X V caracterisee par l'existence d'une application 
7 : T X V — > C satisfaisant 

7 pr) 7 (y) + 7 (y) 7 pr) = -2(?(x,y)M 

Introduisons une tetrade lorentzienne e„. Nous posons 7 „ = 7 (ea). Nous voyons que cela 
justifie de poser 

7 a = e^ avec 7* = 77**76. 

II y a un isomorphisme non canonique entre l'algebre de Clifford C et l'algebre des opera- 
teurs lineaires sur un espace vectoriel complexe S de dimension 4. Dans une base de S, les 
7- coincident avec les matrices usuelles de Dirac. 

Nous definissons maintenant le groupe de spin, note Spin(4), qui est le groupe des 
operateurs lineraires A sur S inversibles et de determinant 1 tels que 

A 7 (eJA- 1 = 7 (L(eJ) 

ou L est un element du groupe de Lorentz L(4). Nous pouvons mutatis mutandis definir 
Spin (4) pour L (4) qui est un groupe simplement connexe. Cela induit un homomorphisme 
surjectif H : Spin(4) — > L(4) qui a tout A fait correspondre une transformation de Lorentz 
L. Nous remarquons que le noyau de cet homomorphisme est Id et —Id. 

Nous sommes en mesure de definir un spineur ^ par la donnee de couples (eg,, ip) ou e„ est 
une tetrade lorentzienne et ou tp est un element de S, satisfaisant la relation d'equivalence 

tp' = Aip Ca> = La' e b avec L = H(A). 

Dans une base de S, ip a les composantes spinorielles ip A avec A = 1,2,3,4 et la relation 
d'equivalence s'ecrit 

rj} A ' = A^ip B ea> = L^,e k avec L = H(A). 

II y a en realite une indetermination puisque (e^, ip) et (e^, —ip) representent le meme 
spineur ^. 

Nous disons que les composantes ip A definissent un spineur contravariant. Nous pouvons 
definir un spineur covariant comme la donnee d'un couple (eg,, (p) ou <p est un element du 
dual de S dont les composantes <pA se transforment suivant la loi 

(p A > = A%(p B eg' = L^eb avec L = H(A), 

ou A^, est la matrice inverse de A^'. Ainsi, les 7- sont des spineurs une fois contravariants 
et une fois covariants. 

L'adjonction de Dirac assure la correspondance entre les composantes spinorielles contra- 
variantes et covariantes. Soit un spineur ip, l'adjoint de Dirac est le spineur covariant, note 
ip, exprime en notation matricielle sous la forme ^7- ou f designe l'hermitique conjugue. 
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Nous obtenons des champs de spineurs sur l'espace-temps, tout au moins localement, 
en tenant compte de la dependance des et des ip A sur V. Nous remarquons que ipip est 
une fonction, ip^ip un champ de vecteurs, . . . 

II faut maintenant introduire la notion de derivee covariante d'un spineur ip car d^ip 
n'est pas un vecteur quand nous changeons les e-. Aussi, nous posons 

= + 

ou r M est une 1-forme a valeurs dans l'algebre des matrices A qui devra correspondre a 
l'algebre de Lie de Spin(4), isomorphe a celle de L(4). Nous devons avoir V M (A?/>) = AV^ip. 
Notant r' le transforme de T M , nous devons satisfaire 

r M = A^A + a-^a. 

Cette loi de transformation est a rapprocher de celle de la 1-forme connexion metrique u; m b 
ant isy metrique en a et b. Nous verifions qu'une solution est 1 

r M = -^, 7 -7- soit r„ = - 1^(7^-7-7-). 

Ceci s'etend a la derivee covariante d'un spineur covariant 

= (9 M - 0r M . 

Nous verifions que 7 M considere comme un vecteur-spineur a une derivee covariante nulle 

V P 7 M = ^7^ + ^ffj^ - -^p^lHl^ = 0. 

En consequence pour la particule libre de spin 1/2 et de masse m, nous posons l'equation 
covariante de Dirac dans un espace-temps courbe 

ikj^V^ip ~ mcip = 0. 
L'equation covariante de Dirac derive du lagrangien 

iflQ 

D'apres les principes generaux des theories metriques de la gravitation, le tenseur 
energie-impulsion symetrique devrait s'obtenir par variation de C par rapport a en 
prenant la connexion riemannienne pour u> m b- Cela ne se presente pas simplement. Aussi, 
il est plus commode de faire separement des variations par rapport a e{J et a Wfmb pour une 
connexion metrique. Si Ton applique egalement ces variations au lagrangien gravitation- 
nel R alors on n'obtient pas la relativite generale mais la theorie d'Einstein-Cartan de la 
gravitation dans laquelle la torsion est engendree par la densite de spin de la matiere. 

1 Attention le signe de cette expression depend des conventions utilisees. 
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A. 4 Courbure extrinseque d'une hypersurface 



Soit V une variete differentiate munie d'une metrique g et de la connexion riemannienne 
associee V. Considerons l'hypersurface E definie par f(x) = avec la condition <9j/ 7^ 0. 

Nous supposons que dif est toujours oriente dans le temps ou bien toujours oriente 
dans l'espace. Le vecteur unitaire n normal a £ est choisi par convention 

±dif ,■ 
rii = — = avec q^n n J = ±1. 

Nous pouvons definir les coordonnees normales de Gauss relatives a S. Soit x 2 , . . . ,x n 
un systeme de coordonnees de S. En chaque point de S, nous considerons la geodesique du 
genre temps, ou espace suivant le cas, issue de ce point et dont le vecteur-derivee coincide 
avec le vecteur normal n pour un parametre affine x 1 . Celui-ci definit une coordonnee x 1 
choisie de telle sorte que l'equation de £ soit x l = 0. 



Nous avons ainsi construit des coordonnees x 1 , . . . ,x n de V. Par construction les com- 
posantes de la metrique dans les coordonnees (x l ) sont telles que 

g u = ±1 et g a \ x i =0 = 0. 

En utilisant le fait que les lignes-coordonnees x 2 , . . . , x n = const, sont des geodesiques, nous 
obtenons P n = et par suite dign = 0. Compte tenu du resultat precedent, la metrique 
s'ecrit 

ds 2 = ±(dx 1 ) 2 + g i j(x 1 : x k )dx l dx-' k — 2, . . . ,n) 

et les (x l ) sont appelees les coordonnees normales de Gauss. 

Nous pouvons induire sur E les quantites geometriques suivantes. 

1. Une metrique h definie par 

X,yeT x E h(X,Y)=g(X,Y). 

C'est ce qu'on appelle quelquefois la premiere forme fondamentale de E. Dans les 
coordonnees normales de Gauss, nous obtenons simplement hij = g^ | x i=o- 
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2. Une connexion V s definie par la decomposition unique de la connexion 



X,YeT x Z V X Y = VlF + K(X,Y) 



n 



< n,n > 



ou K(X, Y) est la courbure extrinseque de E souvent appelee la seconde forme fon- 
damentale de S. Dans les coordonnees normales de Gauss nous avons simplement 

Kij = —-digij | x i=o • 

Nous demontrerons que V s est la connexion metrique associee a h. 

Parce que cela sera utile dans la suite, nous allons donner l'expression generale de 
pour une hypersurface £ du genre espace. L'equation de £ est notee maintenant x° = et 
la metrique a la forme generale 

ds 2 = -(N 2 - h i:j N l N j ){dx ) 2 + 2h i3 N l dx°dx j + h lJ dx i dx j 

a l'aide des fonctions N, N l et h^ de x° et de x\ La metrique inverse est 

1 7V* TV* TV- 7 ' 

O oo = i_ Oi = ij = h ij _ iV iV 

9 N2 ' 9 jy2 ' 9 N2 

ou h % i est la matrice inverse de h^. Le vecteur normal a £, dirige dans le sens croissant de 
x° comme nous l'avons defini, a pour composantes 

1 N { 

n = —N , rii = soit n° = — , n % = — — . 
La metrique induite sur E a pour composantes 

hij hij |a;0 = o . 

La courbure extrinseque a une expression plus compliquee. Ecrivons la decomposition re- 
lative au vecteur normal n 

V di dj = T k l3 d k + N m T%d rn + NT%n 
puisque <9 = Nn + N m d m . Par suite, nous avons = —NF^ qui s'exprime sous la forme 

ou V^- 1 est la connexion metrique associee a h. D'autre part, nous avons 

ij ~ ij ij ' 

Apres calcul nous voyons que Tfj h = v[^ k . 
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A. 5 Conditions de raccordement vide-matiere 



Une distribution materielle presente en general des discontinuity. Ainsi, a la surface 
d'un corps massif la densite volumique de masse p est discontinue. En theorie de Newton de 
la gravitation, l'etude de I'equation de Poisson montre que le potentiel newtonien U et ses 
derivees premieres sont continus mais en revanche les derivees secondes sont discontinues. 
Dans la theorie d'Einstein, la condition de raccordement vide-matiere est valable s'il existe 
un systeme de coordonnees dans lequel les composantes de la metrique et ses derivees 
premieres sont continues. II n'est cependant pas toujours facile de le trouver explicitement. 

II est indispensable d'examiner ce probleme d'un point de vue geometrique. Dans 
l'espace-temps V, la separation vide-matiere est une hypersurface £ du genre temps de 
vecteur normal unitaire n M dirige vers l'exterieur, n^n^ = 1. Une telle hypersurface £ du 



genre temps est l'histoire dans l'espace-temps d'une 2-surface, c'est-a-dire la surface du 
corps massif. 

On designe par V + la partie exterieure et par V~ la partie interieure. II est possible 
d'associer a cette hypersurface £ les coordonnees normales de Gauss (x^) telles que x 1 = 



extrinseques Kf-. On peut verifier que, suivant respectivement V , les composantes des 
equations d'Einstein s'ecrivent 



ou K est la trace de Kij, K = h^Kij. Le raccordement entre le vide et le milieu materiel est 
possible, c'est-a-dire qu'il n'y a pas de distribution de Dirac en x l = dans les composantes 
du tenseur energie-impulsion, si et seulement si les fonctions hij et sont continues en 
x 1 = 0. On exige done les conditions de raccordement 





G\ = -\ R ^ + \{K^K l3 K-) = ^Tl 

G] = -iyt ) KT-d t K) = ^Tl 
G) = Gf l + d 1 (K}- 5)K) -KK)+ l -5)K 2 + \b)K mn K 



mn 




Ki = K et K 7j - K Tj . 
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Les composantes G*- sont discontinues en x 1 = mais en revanche les composantes G 1 ^ sont 
continues. 

Dans des systemes quelconques de coordonnees de V~ et V + , les composantes de la 
metrique et de ses derivees premieres peuvent etre discontinues sur E mais le critere 
intrinseque de raccordement sera que les metriques induites sur E et les courbures extrin- 
seques de £ relativement a V~ et V + sont les memes. En consequence, si au moins la me- 
trique est continue, les combinaisons T^ v n v des composantes du tenseur energie-impulsion 
seront continues a la traversee de S : (T+ — T' u )n^ = 0. 



Le caractere hyperbolique des equations d'Einstein montre que les donnees de Cauchy 
g^ v et d^g^ caracterisant la solution doivent etre posees sur une hypersurface £ du genre 
espace. Nous adoptons le systeme de coordonnees dans lequel la metrique s'exprime 
sous la forme 



ou l'equation de E est x° = 0. II en resulte que a priori les variables du champ gravitationnel 
sont hij, dohij, N, doN, N l et doN 1 . On appelle N le lapse et N l le shift; ils sont arbitr aires. 
Le choix des coordonnees normales de Gauss correspond a N = 1 et N l = 0. 

L'espace-temps, ou seulement une partie, est feuillete par les hypersurfaces E t du genre 
espace definies par x° = t. La metrique induite sur les hypersurfaces S t est et la courbure 
extrinseque Kij des hypersurfaces E 4 a l'expression deja introduite 



A. 6 Formalisme hamiltonien du vide 



ds 2 = -(N 2 - hijWN^idx ) 2 + 2h ij N i dx°dx j + h ij dx i dx j 




Un tres long calcul montre que la courbure scalaire s'exprime sous la forme 



R = i2< 3 > + KyK* + K 2 — ?-d K + ^d,K - lyV^W). 



II faut calculer maintenant la densite lagrangienne ^f^gR. Compte tenu que 




avec h = det , 



elle se met sous la forme 




La trace K est 



K = 



h ij 
2N 
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et permet de calculer d Vh par l'expression \fhh l: > d^h^ /2. Finalement, ^f^gR devient 
y/=gR = N^fh (i? (3) + KijK ij - K 2 ) - 2d [VhKj + 2d { (y/hWK} - 2d k (Vhh ik diN^ 



Nous constatons que la densite lagrangienne y/^gR ne depend que de hij, doh^, N et N % . 

Nous ne nous posons pas de question a propos des conditions au bord et par suite nous 
eliminons les termes en divergence dans l'expression de Taction gravitationnelle S g [g^ v ]. 
Celle-ci se reduit a 2 

S g [hij, doh^, N, N { ] = J dx° J (R (3) + K^K^ - K 2 ) NVhd 3 x. 
Le moment conjugue a dohij est 

** = ^7 = -^*" 

II n'y a pas de moment conjugue pour N et N % . Nous posons done la densite d'hamiltonien 

Ti g = Ti 13 dohij - ^gR 

et l'hamiltonien 

H g = ( H g d 3 x. 

II faut maintenant exprimer H g en fonction des variables conjuguees h^ et ix %3 et des 
quantites N et N % . De la definition de ir lJ , nous avons 

7T = 2VhK et done n ij - \h l H = -VhK ij . 

Compte tenu de l'expression de Kij, nous obtenons 

2N N ci\ m 

doKj = -j=Kij - "y= + v f N i + Vf'Ni. 

Quand on integre n 13 doh^ nous avons a considerer l'integrale 

2 J n i3 vf ] Njd 3 x = -2 J (d^ + rg } V') N k d 3 x. 

A une divergence pres dans S t que nous eliminons, il reste 



Eg [h^ , ir ij ,N,Ni]= [ (NH + N t 7C) d 3 x 

JT.t 



2 Pour alleger l'ecriture, nous omettons le facteur c 3 /16ttG. 
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avec 



H = -VhR {3) + -1= ^rtij - ivr 2 ^ et W = -2 (d^ + rj&V"") . 

7i est une densite scalaire et est \fh fois une derivee covariante puisque n'^ est fois 
un tenseur symetrique. 

Nous voyons que N et Ni jouent le role de multiplicateurs de Lagrange. Nous avons 
done les contraintes 

H = et W = 

qui ne sont rien d'autre que les equations d'Einstein G° = 0. La relation entre et 
est donnee par 

dh - SH9 

et les equations d'Einstein = par 



d n- = 

dtiij 

Nous avons egalement obtenu par ce moyen une description geometrique des donnees 
de Cauchy sur 1' hyper surf ace du genre espace £ : la metrique induite hij et la courbure 
extrinseque qui doivent satisfaire les quatre contraintes H = et W = 0. Ce systeme 
d'equations donne en outre un cadre pour effectuer l'integration numerique des equations 
d'Einstein du vide. 

En revanche si Ton pose le probleme de Cauchy sur une hypersurface du genre lumiere 
x° = alors les derivees secondes par rapport a x° des g^ v ne sont pas determinees puisque 
g 00 = 0. II existe done une infinite de solutions se raccordant aux donnees de Cauchy. Ainsi, 
les hypersurfaces caracteristiques des equations d'Einstein du vide sont les hypersurfaces du 
genre lumiere. Des discontinuity des derivees secondes peuvent se produire a la traversee 
d'une hypersurface caracteristique qui constitue alors une onde de choc gravitationnelle. 

A partir du formalisme hamiltonien, en incluant l'hamiltonien de la matiere, on peut 
quantifier par la methode canonique. On obtient alors l'equation de Wheeler-DeWitt avec 
cependant des difficultes conceptuelles d'interpretation quantique. 
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